Глава 7. Бинарные данные и парные сравнения


Парное сравнение – это сравнение двух объектов экспертизы, когда эксперт выбирает из них лучший. В табл. 7.1 приведены результаты попарных сравнений шести объектов одним экспертом. Результат сравнения i-го и j-го объектов кодируется символом 1, если i-й объект лучше j-го, и символом 0 в противном случае. 


На основе парных сравнений можно решить многие задачи анализа экспертных данных. Например, можно упорядочить объекты по рассматриваемому признаку. Для этого достаточно, например, подсчитать, сколько раз определенный объект доминирует над другими, т.е. рассмотреть число единиц в строке. Эти величины приведены в последнем столбце табл. 7.1. Затем упорядочиваем объекты по указанным значениям. Получаем кластеризованную ранжировку   
4 < 5 <6 < {1, 2} < 3,
отражающую мнение эксперта. Итак, самым хорошим является объект 3, а самым плохим – объект 4.

Таблица 7.1. 

Ранжирование шести объектов путем попарного сравнения
	Номер объекта
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	Итог

	1
	х
	1
	0
	1
	1
	1
	4

	2
	0
	х
	0
	1
	1
	1
	4

	3
	1
	1
	х
	1
	1
	1
	5

	4
	0
	0
	0
	х
	0
	0
	0

	5
	0
	0
	0
	1
	х
	0
	1

	6
	0
	0
	0
	1
	1
	х
	2



В главе 7 рассматриваются различные методы анализа результатов парных сравнений и иных видов бинарных экспертных данных, т.е. данных, принимающих одно из двух значений – 0 или 1.
7.1. Теоретическое обоснование «турнирного» метода

ранжирования вариантов


Начнем с недавней работы [1], в которой построена вероятностно-статистическая модель процесса ранжирования вариантов и на ее основе доказана состоятельность оценки кластеризованной ранжировки, полученной «игровым» методом.


В статье [2] предложен оригинальный метод ранжирования вариантов, названный «турнирным». Он напоминает метод построения кластеризованной ранжировки на основе данных табл.7.1 и подробно описан ниже. Но сразу можно сформулировать естественные вопросы, на которые необходимо получить ответы.


Каковы статистические свойства этого метода? Позволяет ли он выявить истинное упорядочение вариантов? Другими словами, является ли состоятельной оценка упорядочения (ранжировки) вариантов, рассчитываемая с помощью «игрового» метода? 

Для ответа на эти вопросы необходимо изучить свойства расчетной процедуры анализа данных. Как известно [3], такое изучение, как правило, состоит из двух этапов:


1. Построение вероятностно-статистической модели порождения данных.


2. Математико-статистическое изучение свойств расчетной процедуры анализа данных.


Пусть рассматривается k вариантов технического решения. В соответствии с описанием процедуры в статье [2] будем считать, что влияние i-го варианта, i = 1, 2, ... , k, на изучаемый параметр описывается (числовой) случайной величиной Xi с функцией распределения Fi(x). Таким образом, сравнение двух вариантов - это сравнение функций распределения. Такое сравнение можно проводить разными способами - по тем или иным характеристикам (математическим ожиданиям, медианам, дисперсиям, квантилям порядка 0,999999, коэффициентам вариации и др.) или непосредственно с целью обнаружения различия между функциями распределения. Выбор того или иного вероятностно-статистического способа сравнения зависит от решаемой задачи. На примере оценки рисков (аварий, загрязнения окружающей среды, дефектности и др.) в [3] продемонстрирован подобный выбор.


Согласно [2] сравнивать надо математические ожидания. Лучше тот вариант, у которого математическое ожидание больше. Тогда результаты сравнения k вариантов технического решения описываются кластеризованной ранжировкой. Другими словами, варианты разбиты на группы. В каждой группе математические ожидания совпадают. Между группами - различаются. Группы упорядочены в порядке возрастания математических ожиданий. Теоретическую кластеризованную ранжировку, соответствующую математическим ожиданиям, необходимо оценить по эмпирическим данным.


Поскольку функции распределения и их математические ожидания при сравнении конкретных вариантов технического решения неизвестны, то сравнения приходится проводить на основе выборок. Принимаем, что влияние i-го варианта, i = 1, 2, ... , k, на изучаемый параметр оценивается с помощью выборки объема ni, т.е. набора реализаций ni независимых случайных величин с общей функцией распределения Fi(x). Выборки предполагаются независимыми. Могут использоваться как экспертные оценки, так и объективные результаты измерения. Итак, вероятностно-статистическая модель порождения данных описана.


В соответствии с «турнирным» методом ранжирования сравнение двух вариантов состоит в статистической проверке нулевой гипотезы о равенстве соответствующих математических ожиданий. Если нулевая гипотеза принимается, то каждому варианту присваивается по 0,5 очка. Если нулевая гипотеза отклоняется, то варианту с большим выборочным средним арифметическим присваивается 1 очко, а с меньшим - 0 очков. Проводятся все k(k-1)/2 парных сравнений, полученные очки суммируются, варианты упорядочиваются в порядке возрастания набранных сумм. Получаем эмпирическую кластеризованную ранжировку. 


В соответствии с рекомендациями [3, 4] для проверки равенства математических ожиданий в работе [2] применяется критерий Крамера-Уэлча. Граничное значение для модуля статистики принято равным 1,645, что соответствует уровню значимости 0,1 (точнее, асимптотическому уровню значимости при безграничном росте объемов выборок). При решении задачи выбора конструкции коллектора для трибоэлектрического генератора в [2] получена следующая эмпирическая кластеризованная ранжировка типов коллекторов:

{игольчатый}<{кисточкообразный; ленточный с изгибом}<

{штыковой}<{пилообразный; Г-образный}.

Качество вариантов убывает при движении справа налево. Самыми лучшими являются такие варианты, как «пилообразный» и «Г-образный». (Причем по данным [2] эти варианты надо считать эквивалентными, они образуют кластер.) Хуже по качеству «штыковой» коллектор, и т.д. 


Эмпирическая кластеризованная ранжировка используется как оценка теоретической. Каковы математико-статистические свойства этой оценки? Поскольку кластеризованная ранжировка - это объект нечисловой природы, то для изучения свойств процедуры, предложенной в статье [2], необходимо применить подходы и результаты статистики объектов нечисловой природы [3, 4].


Теорема 7.1. При безграничном росте объемов выборок (т.е. при 
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) и фиксированном числе k вариантов вероятность того, что эмпирическая кластеризованная ранжировка совпадает с теоретической, стремится к 1.


В соответствии с теоремой 7.1 предложенная в работе [2] оценка теоретической кластеризованной ранжировки является состоятельной. Доказательство теоремы 7.1 проводится методами, разработанными в главе 8 монографии [3].


Как измерить степень близости эмпирической и теоретической кластеризованных ранжировок? В соответствии с известным в статистике объектов нечисловой природы аксиоматическим подходом целесообразно использовать расстояние Кемени, или, что эквивалентно, коэффициент ранговой корреляции Кендалла (см. конец предыдущей главы). Справедливы следующие теоремы.


Теорема 7.2. При справедливости условий теоремы 7.1 расстояние Кемени между эмпирической кластеризованной ранжировкой и теоретической стремится к 0.


Теорема 7.3. При справедливости условий теоремы 7.1 коэффициент ранговой корреляции Кендалла между эмпирической кластеризованной ранжировкой и теоретической стремится к 1.


Доказательства теорем 7.2 и 7.3 проводятся методами, развитыми в [3, 4]. Таким образом, с точки зрения асимптотической математической статистики предложенный в работе [2] «турнирный» метод ранжирования вариантов получил обоснование. Что же касается конечных объемов выборок, особенно столь малых, как в [2], где все ni = 3, то необходимы дальнейшие исследования, прежде всего методом статистических испытаний. Различные методы оценки близости допредельных и предельных распределений статистик проанализированы в статье [5]. Приходится констатировать, что простые рекомендации отсутствуют.

7.2. Теория случайных толерантностей


В прикладных исследованиях обычно используют три конкретных вида бинарных отношений – ранжировки, разбиения и толерантности. Статистические теории ранжировок [6] и разбиений [7] достаточно сложны с математической точки зрения. Поэтому продвинуться удается не очень далеко. Теория случайных ранжировок, в частности, изучает в основном равномерные распределения на множестве ранжировок. Теория случайных толерантностей позволяет рассмотреть принципиально более общие ситуации. Это объясняется, грубо говоря, тем, что для теории толерантностей оказываются полезными суммы некоторых независимых случайных величин, а для теории ранжировок и разбиений аналогичные случайные величины зависимы, а потому изучение их сумм затруднено. Теория случайных толерантностей является частным случаем теории люсианов, рассматриваемой в разделе 7.4. Здесь приводим результаты, специфичные именно для толерантностей. 


Пусть X - конечное множество из k элементов. Толерантность А на множестве Х, как и любое бинарное отношение, однозначно описывается матрицей ||a(i, j)||, 1 < i, j < k, где a(i, j) = 1, если элементы с номерами i и j связаны отношением толерантности, и a(i, j) = 0 в противном случае. Поскольку толерантность – это рефлексивное и симметричное бинарное отношение, то достаточно рассматривать часть матрицы, лежащую над главной диагональю: ||a(i, j), 1 < i<j < k||. Между наборами ||a(i, j), 1 < i<j < k|| из 0 и 1 и толерантностями на Х имеется взаимнооднозначное соответствие. 


Пусть А = А(ω) – случайная толерантность, равномерно распределенная на множестве всех толерантностей на Х. Легко видеть, что в этом случае a(i, j), 1 < i<j < k, - независимые случайные величины, принимающие значения 0 и 1 с вероятностями 0,5. Этот факт, несмотря на свою математическую тривиальность, является решающим для построения базовой части теории толерантностей. Для аналогичных постановок в теории ранжировок и разбиений величины a(i, j) оказываются зависимыми. 


Следовательно, случайная величина
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имеет биномиальное распределение с параметрами k(k-1)/2, Ѕ и асимптотически нормальна при k → ∞.


Проверка гипотез о согласованности. Рассмотрим s независимых толерантностей А1, А2, …, Аs, равномерно распределенных на множестве всех толерантностей на Х. Рассмотрим вектор
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где d(Ap, Aq) – расстояние между толерантностями Ap и Aq, аксиоматически введенное в главе 6. В (7.1) предполагается, что пары (p, q), p < q, располагаются в раз навсегда установленном порядке, для определенности в лексиграфическом (т.е. пары упорядочиваются в соответствии со значением р, а при одинаковых р – по значению q).


Вектор ξks является суммой k(k-1)/2 независимых одинаково распределенных случайных векторов, а потому асимптотически нормален при k → ∞. Координаты этого вектора независимы, поскольку, как нетрудно видеть, координаты каждого слагаемого независимы (это свойство не сохраняется при отклонении от равномерности распределения). Распределения случайных величин ap(i, j) и |ap(i, j) - aq(i, j)| совпадают, поэтому распределения В(А) и d(Ap, Aq) также совпадают. 


В силу многомерной центральной предельной теоремы распределение вектора
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сходится при k → ∞ к распределению многомерного нормального вектора ηs, ковариационная матрица которого совпадает с ковариационной матрицей вектора ηks, а математическое ожидание равно 0. Таким образом, координаты случайного вектора ηs независимы и имеют стандартное нормальное распределение с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1. В соответствии с теоремами о наследовании сходимости [4, раздел 4.3] распределение f(ηks) сходится при k → ∞ к распределению f(ηs) для достаточно широкого класса функций f, в частности, для всех непрерывных функций. В качестве примеров рассмотрим статистики
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При k → ∞ распределения случайных величин 
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сходятся соответственно к стандартному нормальному распределению с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1 и распределению хи-квадрат с s(s – 1)/2 степенями свободы. Статистики W и N могут быть использованы для проверки гипотезы о равномерности распределения толерантностей. 

Как известно, в теории ранговой корреляции, т.е. в теории случайных ранжировок, в качестве единой выборочной меры связи нескольких признаков используется коэффициент согласованности W = W(R), называемый также коэффициентом конкордации (см. раздел 6.5). Его распределение затабулировано [8, табл.6.10] в предположении равномерности распределения на пространстве ранжировок (без связей). Непосредственным аналогом коэффициента конкордации W(R) в случае толерантностей является только что введенная статистика W. Статистики W и N играют ту же роль для толерантностей, что W(R) для ранжировок, однако математико-статистическая теория в случае толерантностей гораздо проще, чем для ранжировок. 


Обобщением равномерно распределенных толерантностей являются толерантности с независимыми связями. В этой постановке предполагается, что a(i, j), 1 < i<j < k, - независимые случайные величины, принимающие значения 0 и 1. Обозначим Р(a(i, j) = 1) = р(i,j). Тогда Р(a(i, j) = 0) = 1 - р(i,j). Таким образом, распределение толерантности с независимыми связями задается нечеткой толерантностью, т.е. вектором

P = {р(i, j), 1 < i<j < k}.

Нечеткая толерантность – частный случай нечеткого множества. В свою очередь, нечеткие множества – один из видов объектов нечисловой природы, рассматриваемых в статистике нечисловых данных [3, 4].

Пусть имеется s независимых случайных толерантностей А1, А2, …, Аs с независимыми связями, распределения которых задаются векторами Р1, Р2, …, Рs соответственно. Рассмотрим проверку гипотезы согласованности

Н0: Р1 = Р2 =…= Рs.

Она является более слабой, чем гипотеза равномерности
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: Р1 = Р2 =…= Рs =(1/2, 1/2, ..., 1/2),

для проверки которой используют статистики W и N (см. выше).


Пусть сначала s = 2. Тогда 

P{|a1(i, j) - a2(i, j)| = 1} = q(i, j), P{|a1(i, j) - a2(i, j)| = 0} = 1 - q(i, j),

где
q(i, j) = p1(i, j) (1 - p2(i, j)) + p2(i, j) (1 - p1(i, j)).

Следовательно, расстояние d(A1, A2) между двумя случайными толерантностями с независимыми связями есть сумма k(k - 1)/2 независимых случайных величин, принимающих значения 0 и 1, причем математическое ожидание и дисперсия d(A1, A2) таковы:
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(7.2)


Пусть k → ∞. Если Dd(A1, A2) → ∞, то условие Линденберга Центральной Предельной Теоремы теории вероятностей выполнено, и распределение нормированного расстояния 
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(7.3)

сходится к стандартному нормальному распределению с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1. Если существует число δ > 0 такое, что при всех k, i, j, 1 < i<j < k, вероятности p1(i, j) и p2(i, j) лежат внутри интервала (δ; 1 – δ), то Dd(A1, A2) → ∞.


Соотношения (7.2), (7.3) и им подобные позволяют рассчитать мощность критериев, основанных на статистиках W и N, при k → ∞, подобно тому, как это сделано в [9, раздел 4.5]. Поскольку подобные расчеты не требуют новых идей, не будем приводить их здесь. 


Обычно Р1 и Р2 неизвестны. Для проверки гипотезы Р1 = Р2 в некоторых случаях можно порекомендовать отвергать гипотезу на уровне значимости α, если d(A1, A2) > d0, где d0 есть (1 - α)-квантиль распределения расстояния между двумя независимыми равномерно распределенными случайными толерантностями, т.е. квантиль биномиального распределения В(А). Укажем достаточные условия такой рекомендации. 


Пусть 

р =(p1(i, j) + p2(i, j))/2,   p1(i, j) = р + Δ,

тогда
p2(i, j) = р – Δ,   q= q(i, j) = 2р(1 – р) + 2Δ2.

(7.4)

Если существует число δ > 0 такое, что

q – 1/2 > δ > 0

(7.5)

при всех k, i, j, то гипотеза Р1 = Р2 будет отвергаться с вероятностью, стремящейся к 1 при k → ∞. Из (7.4) следует, что при фиксированном р существует Δ такое, что выполнено (7.5), тогда и только тогда, когда 0,25 < p < 0,75.


Своеобразие постановки задачи проверки гипотезы состоит в том, что при росте k число неизвестных параметров, т.е. координат векторов Pi, растет пропорционально объему данных. Поэтому и столь далекая от оптимальности процедура, как описанная в двух предыдущих абзацах, представляет некоторый практический интерес. Для случая s > 4 в теории люсианов (раздел 7.4) разработаны методы проверки гипотезы согласованности Н0: Р1 = Р2 =…= Рs.


Нахождение группового мнения. Пусть А1, А2, …, Аs - случайные толерантности, описывающие мнения s экспертов. Для нахождения группового мнения будем использовать медиану Кемени, т.е. эмпирическое среднее относительно расстояния Кемени, введенного в главе 6. Медианой Кемени является 
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Легко видеть, что Аср = ||aср(i, j)|| удовлетворяет условию: aср(i, j) = 1, если
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и aср(i, j) = 0, если


[image: image12.wmf]2

)

,

(

1

s

j

i

a

s

p

p

<

å

=

.

Следовательно, при нечетном s групповое мнение Аср определяется однозначно. При четном s неоднозначность возникает в случае
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Тогда медиана Кемени Аср - не одна толерантность, а множество толерантностей, минимум суммы расстояний достигается и при aср(i,j) = 1, и при aср(i, j) = 0.


Асимптотическое поведение группового мнения (медианы Кемени для толерантностей) вытекает из общих результатов о законах больших чисел в пространствах произвольной природы [3, 4], поэтому рассматривать его здесь нет необходимости.


Дихотомические (бинарные) признаки в классической асимптотике. Многое в предыдущем изложении определялось спецификой толерантностей. В частности, особая роль равномерности распределения на множестве всех толерантностей оправдывала специальное рассмотрение статистик W и N; аксиоматически введенное расстояние d между толерантностями играло важную роль в приведенных выше результатах. Однако модель толерантностей с независимыми связями уже меньше связана со спецификой толерантностей. В ней толерантности можно рассматривать просто как частный случай таких популярных объектов нечисловой природы, как люсианы. Широко применяется следующая модель порождения данных.


Пусть А1, А2, …, Аs - независимые люсианы. Это значит, что статистические данные имеют вид

(А1, А2, …, Аs) = ||Xij, i = 1,2, ..., s; j = 1, 2, ..., k||,

(7.6)

где Xij - независимые в совокупности испытания Бернулли с вероятностями успеха 

(Р1, Р2, …, Рs) = ||pij, , i = 1,2, ..., s; j = 1, 2, ..., k||,

(7.7)

где Pi - вектор вероятностей, описывающий распределение люсиана Ai. Особое значение имеют одинаково распределенные люсианы, для которых Р1 = Р2 =…= Рs = Р, где символом Р обозначен общий вектор вероятностей. 


Как обычно в математической статистике, содержательные результаты при изучении модели (7.6) - (7.7) можно получить в асимптотических постановках. При этом есть два принципиально разных предельных перехода: s → ∞ и k → ∞. Первый из них - традиционный: число неизвестных параметров постоянно, объем выборки s растет. Во втором число параметров растет, объем выборки остается постоянным, но общий объем данных ks растет пропорционально числу неизвестных параметров. Аналогом является асимптотическое изучение коэффициентов ранговой корреляции Кендалла и Спирмена: число ранжировок, т.е. объем выборки, постоянно (и равно 2), а число ранжируемых объектов растет.


Вторая постановка изучается в разделе 7.4, посвященном люсианам. Некоторые задачи в первой постановке рассмотрим здесь. 


Случайные толерантности используются, в частности, для оценки нечетких толерантностей [9]. Для описания результатов опроса группы экспертов о сходстве объектов строят нечеткую толерантность M = ||μij||, μij = lij/nij, где nij - число ответов о сходстве i-го и j-го объектов, а lij - число положительных ответов из них. Если эксперты действуют в соответствии с единым вектором параметров Р, то М - состоятельная оценка для Р. Следующий вопрос при таком подходе - верно ли, что две группы экспертов «думают одинаково», т.е. используют совпадающие вектора Р? Рассмотрим эту постановку на более общем языке люсианов. 


Пусть A1, A2, ..., Am и B1, B2, ..., Bn - две группы независимых в совокупности люсианов, одинаково распределенные в каждой группе с параметрами Р(А) и Р(В) соответственно. Требуется проверить гипотезу Р(А) = Р(В). Естественным является переход к пределу при min(m, n) → ∞.


Пусть гипотеза справедлива. Предположим, что pi = pi(A) = pi(B) ≠ 0 при всех i = 1, 2, ..., k. (Разбор последствий нарушений этого условия оставляем читателю.) Пусть si - число единиц на i-м месте в первой группе люсианов, а ti - во второй. Рассмотрим случайные величины
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(7.8)

Они независимы в совокупности. В соответствии с предельными теоремами [4, глава 4] распределения случайных величин ξi при min(m, n) → ∞ сходятся к стандартному нормальному распределению с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1. Эти свойства сохраняются при замене pi в (7.8) на состоятельные оценки, построенные по статистическим данным, соответствующим i-му месту. Будем использовать эффективную оценку [10, с.529] 
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Подставим (7.9) в (7.8), получим статистики
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Полученные статистики можно использовать для проверки рассматриваемой гипотезы, например, с помощью критериев, основанных на статистиках
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С помощью результатов [4, глава 4] получаем, что W имеет в пределе при min(m, n) → ∞ стандартное нормальное распределение, а Т - распределение хи-квадрат с k степенями свободы. 


Рассмотрим распределение статистики W при альтернативных гипотезах. Положим
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Эти случайные величины независимы, распределение каждой из них при min(m, n) → ∞ сходится к стандартному нормальному распределению. Поскольку
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В силу результатов [4, глава 4] распределение F при min(m, n) → ∞ сближается с нормальным распределением, математическое ожидание которого равно 0, а дисперсия есть
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Поэтому, чтобы получить собственное (т.е. невырожденное) распределение W при альтернативах, естественно рассмотреть модель
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где θi - некоторые фиксированные числа. Тогда при min(m, n) → ∞ оценки 
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 из (9) сходятся к pi и 
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 являются независимыми асимптотически нормальными случайными величинами с математическими ожиданиями θi и единичными дисперсиями. Опираясь на результаты [4, глава 4], заключаем, что распределение статистики W сходится к нормальному распределению с математическим ожиданием 
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и единичной дисперсией.


Если в последней формуле θ0 = 0, то асимптотическое распределение W таково же, как и в случае справедливости нулевой гипотезы. От указанного недостатка свободна статистика Т. Тем же путем, как и для W, получаем, что при min(m, n) → ∞ распределение Т сходится к нецентральному хи-квадрат распределению с k степенями свободы и параметром нецентральности
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Можно рассматривать ряд других задач, например, проверку совпадения параметров для нескольких групп люсианов (аналог дисперсионного анализа), установление зависимости Р(В) от Р(А) (аналог регрессионного анализа), отнесение вновь поступающего люсиана к одной из групп (речь идет о задаче диагностики - аналоге дискриминантного анализа; она представляет интерес, например, при применении тестов типа MMPI оценки психического состояния личности) и т.д. Однако принципиальных трудностей на пути развития соответствующих методов не видно, и мы не будем их здесь рассматривать. Создание соответствующих алгоритмов проводится специалистами по прикладной статистике в соответствии с непосредственными заказами пользователей. 

7.3. Метод проверки гипотез по совокупности малых выборок

Одна из областей применения экспертных оценок связана с контролем качества продукции []. Для многих видов пищевой продукции наиболее надежные методы контроля – органолептические, т.е основанные на использовании органов чувств человека. Примером является дегустация чая или кофе. 

Обсудим статистический приемочный контроль, в котором по результатам испытаний элементов выборки делается вывод о качестве партии продукции [3, гл.13]. В простейшем варианте проводится контроль по альтернативному признаку, при котором возможны лишь два результата контроля конкретной единицы продукции – «соответствует требованиям» или «не соответствует требованиям», короче – «да» или «нет». 

Рассмотрим статистический приемочный контроль по двум альтернативным признакам одновременно. В терминах теории люсианов обсудим проблему проверки независимости двух альтернативных признаков. Ее приходится проводить по совокупности малых выборок, т.е. в так называемой асимптотике А.Н.Колмогорова, когда число неизвестных параметров распределения не является постоянным, а растет пропорционально объему данных.


Испытания по двум альтернативным признакам. При статистическом контроле качества продукции, в частности, при сертификации, чаще всего используют контроль по альтернативным признакам. При этом устанавливается, соответствует ли контролируемый параметр единицы продукции (изделия, детали) заданным в нормативно-технической документации требованиям или не соответствует. Если соответствует - единица продукции признается годной. Примем для определенности, что в этом случае результат контроля кодируется символом 0. Если же не соответствует - единица продукции признается дефектной, а результат контроля кодируется символом 1. 


Таким образом, в рассматриваемой здесь математической модели контроля альтернативный признак - это функция X = X(w), определенная на множестве единиц продукции W = {w} и принимающая два значения 0 и 1. Причем X(w) = 0 означает, что единица продукции w является годной, а X(w) = 1 - что она является дефектной. 


Методы статистического контроля, в частности, включенные в государственные стандарты и иную нормативно-техническую документацию (НТД), как правило, используют контроль по одному признаку. В НТД указывают правила выбора планов контроля и расчета различных их характеристик, приводят графики оперативных характеристик и т.п.


Однако на производстве контроль нередко проводится по нескольким альтернативным признакам. Возникает проблема выбора плана контроля и расчета его характеристик. 


Рассмотрим сначала контроль по двум альтернативным признакам X(w) и Y(w). В вероятностной модели X(w) и Y(w) - случайные величины, принимающие два значения - 0 и 1. Пусть, пользуясь стандартной (для статистических методов управления качеством) терминологией,  

p1 = P(X(w) = 1) 

-  входной уровень дефектности для первого признака, а

p2 = P(Y(w) = 1) 

- для второго. Вероятности результатов контроля по двум признакам одновременно описываются четырьмя числами:

P(X(w) = 0, Y(w) = 0) = p00, P(X(w) = 1, Y(w) = 0) = p10,

P(X(w) = 0, Y(w) = 1) = p01,  P(X(w) = 1, Y(w) = 1) = p11.
При этом справедливы соотношения: 

p00 + p10 + p01 + p11 = 1,   p10  + p11 =  p1,  p01 + p11 = p2.
С прикладной точки зрения наиболее интересна вероятность p00 того, что единица продукции является годной (по всем параметрам), и вероятность ее дефектности (1-p00 ), т.е. входной уровень дефектности для изделия в целом.


В табл.7.2 сведены вместе введенные выше вероятности.

Таблица 7.2.
Вероятности результаты испытаний при контроле

по двум альтернативным признакам

	
	X=0
	X=1
	Всего

	Y=0
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Есть три важных частных случая - поглощения, несовместности и независимости дефектов. Другими словами, поглощения, несовместности и независимости событий {w: X(w) = 1} и {w: Y(w) = 1}. В случае поглощения одно из этих событий содержит другое, а потому 

p00 = 1 - max(p1 , p2).

В случае несовместности
p00 = 1 -  p1  -  p2.

В случае независимости

p00   = (1 - p1)(1 - p2) =  1 - p1 - p2 + p1p2.

Очевидно, что вероятность годности изделия всегда заключена между значениями, соответствующими случаям поглощения и несовместности. Кроме того, известно, что при большом числе признаков и малой вероятности дефектности по каждому из них случаи поглощения и независимости дают (в асимптотике) крайние значения для вероятности годности изделия, т.е. формулы, соответствующие независимости и несовместности, асимптотически совпадают. Причина этого явления состоит в том, что при малости p1 и  p2 их произведение p1p2 является бесконечно малой более высокого порядка по сравнения с p1 и p2.


Рассмотрим несколько примеров. Пусть некоторая продукция, скажем, гвозди, контролируются по двум альтернативным признакам, для определенности, по весу и длине. Пусть результаты контроля 1000 единиц продукции представлены в табл.7.3 

Таблица 7.3. 
Результаты 1000 испытаний по двум

альтернативным признакам (случай поглощения)
	
	Х=0
	Х=1
	Всего

	У=0
	952
	0
	952

	У=1
	0
	48
	48

	Всего
	952
	48
	1000



Судя по данным табл.7.3, дефекты всегда встречаются парами - если есть один, то есть и другой. Входной уровень дефектности как по каждому показателю, так и по обоим вместе - один и тот же, а именно, 0,048. Получив по результатам статистического наблюдения данные типа приведенных в табл.7.3, целесообразно перейти к контролю только одного показателя, а не двух. Каково именно? Видимо, того, контроль которого дешевле. 

Совсем иная ситуация в случае несовместности дефектов (табл.7.4).

Таблица 7.4.
Результаты 1000 испытаний по двум

альтернативным признакам (случай несовместности)

	
	Х=0
	Х=1
	Всего

	У=0
	904
	48
	952

	У=1
	48
	0
	48

	Всего
	952
	48
	1000



Судя по данным табл.7.4, дефекты всегда встречаются поодиночке - если есть один, то другого нет. В результате входной уровень дефектности по каждому признаку по-прежнему равен 0,048, в то время как доля дефектных изделий (т.е. имеющих хотя бы один дефект) вдвое выше, т.е. входной уровень дефектности для изделия в целом равен 0,096.


Случай независимости результатов контроля по двум независимым признакам (табл.7.5) лежит между крайними случаями поглощения и несовместности. Независимость альтернативных признаков обосновывается путем статистической проверки с помощью описанного ниже критерия n1/2V. 
Таблица 7.5. 
Результаты 1000 испытаний по двум

альтернативным признакам (случай независимости)

	
	Х=0
	Х=1
	Всего

	У=0
	909
	43
	952

	У=1
	43
	5
	48

	Всего
	952
	48
	1000



Согласно данным табл.7.5, входной уровень дефектности для каждого из двух альтернативных признаков по-прежнему равен 0,048, в то время как для изделий в целом он равен 0,091, т.е. на 5,2% меньше, чем в случае несовместности, и на 89,6% больше, чем в случае поглощения.


Проблема состоит в том, что таблицы и стандарты по статистическому приемочному контролю относятся обычно к случаю одного контролируемого параметра. А как быть, если контролируемых параметров несколько? Приведенные выше примеры показывают, что входной уровень дефектности изделия в целом не определяется однозначно по входным уровням дефектности отдельных его параметров.


Гипотеза независимости. Как должны соотноситься характеристики планов контроля по отдельным признакам с характеристиками плана контроля по двум (или многим) признакам одновременно? Рассмотрим распространенную рекомендацию - складывать уровни дефектности, т.е. считать, что уровень дефектности изделия в целом равен сумме уровней дефектности по отдельным его параметрам. Она, очевидно, опирается на гипотезу несовместности дефектов, а потому во многих случаях преувеличивает дефектность, следовательно, ведет к использованию излишне жестких планов контроля, что экономически невыгодно.


Зная специфику применяемых технологических процессов, в ряде конкретных случаев можно предположить, что дефекты по различным признакам возникают независимо друг от друга. Это предположение необходимо обосновывать по статистическим данным. Если же оно обосновано, следует рассчитывать входной уровень дефектности по формуле

1 - p00 = p1 + p2 - p1p2,

 соответствующей независимости признаков.


 Итак, необходимо уметь проверять по статистическим данным гипотезу независимости двух альтернативных признаков. Речь идет о статистической проверке нулевой гипотезы

Н0:  p11 = p1 p2 

 (7.10) 

(что эквивалентно проверке равенства p00 = (1 - p1)(1 - p2)). Нетрудно проверить, что гипотеза о справедливости равенства (7.10) эквивалентна гипотезе

 Н0 : p00 p11 - p10 p01 = 0. 

(7.11)


В простейшем случае предполагается, что проведено n независимых испытаний (Xi, Yi), i = 1, 2, ..., n, в каждом из которых проконтролированы два альтернативных признака, а вероятности результатов контроля не меняются от испытания к испытанию. Общий вид статистических данных приведен в табл.7.6. 

Таблица 7.6.
Общий вид результатов контроля

по двум альтернативным признакам
	
	Х=0
	Х=1
	Всего

	У=0
	a
	b
	a+b

	У=1
	c
	d
	c+d

	Всего
	a+c
	b+d
	n



В табл.7.6 величина a - число испытаний, в которых (Xi , Yi) = (0,0), величина b - число испытаний, в которых (Xi , Yi) = (1,0), и т.д.


Случайный вектор (a, b, c, d) имеет мультиномиальное распределение с числом испытаний n и вектором вероятностей исходов (p00, p10, p01, p11). Состоятельными оценками этих вероятностей являются дроби a/n, b/n, c/n, d/n соответственно. Следовательно, критерий проверки гипотезы (2) может быть основан на статистике 

Z = ad - bc.

(7.12)
Как вытекает из известной формулы для ковариаций мультиномиального вектора (см., например, формулу (6.3.5) в учебнике С.Уилкса [11] на с. 153),

М(Z) = n (p10 p01  - p00 p11), 

(7.13)

что равно 0 при справедливости гипотезы независимости (7.11).


Связь между переменными X и Y обычно измеряется коэффициентом, отличающимся от Z нормирующим множителем: 

V = (ad - bc){(a + b)(a + c)(b + d)(c + d)}-1/2 
(см. классическую монографию М. Дж. Кендалла и А. Стьюарта [12, с.723]). При справедливости гипотезы Н0 и больших n случайная величина nV2 имеет хи-квадрат распределение с одной степенью свободы, а n1/2V имеет стандартное нормальное распределение с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1 (см. [12, с.736]). Значение n1/2V для данных табл.7.5 равно 1,866, т.е на уровне значимости 0,05 гипотезу независимости следует принять.


Рассмотрим еще один пример. Пусть проведено 100 испытаний, результаты которых описаны в табл.7.7. Тогда

V = (50 . 20 - 10 . 20) (60 . 70 . 30 . 40)-1/2 = 

= (1000 - 200) . 5940000-1/2 = 800 / 2245 = 0,35635,

n1/2V = 3,5635  .

Таблица 7.7.
Результаты 100 испытаний по двум альтернативным признакам
	
	Х=0
	Х=1
	Всего

	У=0
	50
	10
	60

	У=1
	20
	20
	40

	Всего
	70
	30
	100



Поскольку полученное значение n1/2V превышает критическое значение при любом применяемом в статистике уровне значимости, то гипотезу о независимости признаков необходимо отклонить. 


Проверка гипотез по совокупности малых выборок. К сожалению, приведенный простой метод годится не всегда. При статистическом анализе реальных данных возникают проблемы, связанные с отсутствием достаточно больших однородных выборок, т.е. выборок, в которых постоянны параметры вероятностных распределений. Реально единицы продукции представляются на контроль партиями, из каждой партии контролируются лишь несколько изделий, т.е. малая выборка. При этом от партии к партии меняются параметры p00, p10, p01, p11, описывающие уровень дефектности. Поэтому необходимы статистические методы, позволяющие проверять гипотезу независимости признаков по совокупности малых выборок. Построим один из возможных методов.


Рассмотрим вероятностную модель совокупности k малых выборок объемов n1 , n2 ,..., nk соответственно. Пусть j -я выборка (Xjt, Yjt), t = 1, 2,..., nj, имеет распределение, задаваемое вектором параметров (p00j, p10j, p01j, p11j) в соответствии с ранее введенными обозначениями, j = 1,2,...,k . Будем проверять гипотезу

Н0:  p11j = (p10j + p11j) (p01j + p11j), j = 1,2,...,k,  

(7.14)

или в эквивалентной формулировке 

 Н0:  p11j p00j -  p10j p01j , j = 1,2,...,k .

(7.15)


Основная идея состоит в нахождении асимптотического распределения статистики типа n1/2V при росте числа k малых выборок. А именно, будем использовать статистику
 S = g1 Z1 +  g2 Z2 + ... +  gk Zk ,

(7.16)

где Z1, Z2, ..., Zk - статистики, рассчитанные по формуле (7.12) для каждой из k выборок, т.е. Zj = ajdj - bjcj, j = 1,2,...,k, а g1 , g2 , ... , gk - некоторые весовые коэффициенты, которые, в частности, могут совпадать. Поскольку

 М(S) = g1 М(Z1) +  g2 М(Z2) + ... +  gk М(Zk),
то при справедливости гипотезы независимости (7.14) - (7.15) имеем М(S) = 0, поскольку 

M(Zj) = 0, j = 1, 2, ..., k, 

при всех возможных значениях вектора параметров (p00j, p10j, p01j, p11j)  согласно соотношению (7.13). Поскольку слагаемые в сумме (7.16) независимы, то при росте k случайная величина S в силу Центральной Предельной Теоремы является асимптотически нормальной. Дисперсия этой величины равна сумме дисперсий слагаемых:
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(7.17)


Для оценивания дисперсии S необходимо использовать несмещенные оценки дисперсий в каждой из k выборок (и в этом одна из основных "изюминок" разбираемого метода). Предположим, что построены статистики Tj такие, что 

М(Tj) = D(Zj) , j = 1, 2, ..., k.

(7.18)

Тогда при некоторых математических "условиях регулярности", на которых нет необходимости здесь останавливаться, несмещенная оценка дисперсии статистики S, имеющая согласно формулам (7.17) и (7.18) вид 
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в силу закона больших чисел такова, что дробь D(S)/L приближается к 1 при росте числа выборок (сходимость по вероятности). Отсюда следует, что распределение случайной величины Q = SL-1|2 приближается при росте числа выборок к стандартному нормальному распределению с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1. Следовательно, критерий проверки гипотезы (7.14) - (7.15) независимости признаков, состоящий в том, что при (-1,96) < Q < 1,96 гипотеза принимается, а при Q , выходящих за пределы интервала (-1,96; 1,96), гипотеза отклоняется, имеет уровень значимости, приближающийся к 0,05 при росте числа выборок. Мощность этого критерия зависит от значения величины М(S)D(S)-1|2 при альтернативной гипотезе.


Для реализации намеченного плана осталось научиться несмещенно оценивать D(Zj). К сожалению, в литературе по несмещенному оцениванию не рассматривают случай мультиномиального распределения, поэтому кратко опишем процедуру построения несмещенной оценки D(Zj). Поскольку согласно формулам (7.12) и (7.13)
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(7.19)

то для вычисления D(Zj) достаточно найти входящие в правую часть формулы (7.19) начальные смешанные моменты мультиномиального распределения (четвертого порядка). Теоретически это просто - известен вид характеристической функции мультиномиального распределения (см., например, формулу (6.3.4) в монографии [11, с.152]), а начальные смешанные моменты равны значениям ее соответствующих производных в 0, деленным на нужную степень мнимой единицы (формула (5.2.3) в монографии [11, с.131]). Например, с помощью описанной процедуры после некоторых вычислений получаем, что (для упрощения записи здесь и далее опустим индекс j)
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(7.20)

Формула (7.20) показывает, что начальные смешанные моменты мультиномиального распределения являются многочленами от параметров p11, p00, p10, p01 этого распределения, однако конкретный вид этих многочленов достаточно громоздок, поэтому не будем их здесь выписывать, ограничившись формулой (7.20) в качестве образца. 


Как вытекает из формул (7.19) и (7.20), для построения несмещенной оценки D(Zj) достаточно научиться несмещенно оценивать произведения типа 
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, где целые неотрицательные числа r, m не превосходят 2. Эта задача решается, начиная с меньших степеней r и m. Известно, что для ковариации мультиномиального вектора 
М(ad) = - n p00 p11 

(7.21)
(см., например, формулу (6.3.5) в монографии [11, с.153]), а потому несмещенной оценкой для p00p11 является (-ad/n). Далее, поскольку справедлива аналогичная (7.20) формула
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(7.22)

то с помощью формулы (7.21) преобразуем формулу (7.22) к виду
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(7.23)

т.е. несмещенной оценкой 
[image: image45.wmf]2
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 является ad(a+n-1){n(n-1)(n-2)}-1. 

Следующий шаг - аналогичным образом с помощью формул (7.21) и (7.23) получаем несмещенную оценку для 
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, а затем и для D(Zj). Промежуточные формулы опущены из-за громоздкости. Окончательный результат таков:
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Как легко видеть, 
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т.е. в случае одной выборки предлагаемый метод проверки независимости совпадает с классическим. 


Таким образом, общая идея рассматриваемого метода проверки гипотез по совокупности малых выборок состоит в том, что подбирается статистика, математическое ожидание которой для каждой малой выборки равно 0 при справедливости проверяемой гипотезы. Затем для каждой выборки строится несмещенная оценка дисперсии этой статистики. Итоговая статистика критерия для проверки гипотезы - это сумма рассматриваемых статистик для всех малых выборок, деленная на квадратный корень из суммы всех несмещенных оценок дисперсий рассматриваемых статистик. При справедливости нулевой гипотезы эта итоговая статистика имеет в асимптотике стандартное нормальное распределение (при выполнении некоторых математических "условий регулярности", которые обычно выполняются при анализе реальных статистических данных).  


Впервые такой способ проверки гипотез по совокупности малых выборок был предложен в монографии [9, раздел 4.5]. Нестандартность постановки состоит в том, что число неизвестных параметров растет пропорционально объему данных, т.е. имеет место т.н. "асимптотика Колмогорова", или асимптотика растущей размерности. Дальнейшее развитие применительно к данных типа "да" - "нет" (или "годен" - "дефектен") шло в рамках теории люсианов как части статистики объектов нечисловой природы (см. следующий раздел 7.4). 

7.4. Теория люсианов


Асимптотика растущей размерности и проверяемые гипотезы. Продолжим изучение модели порождения данных (7.6) - (7.7) раздела 7.2. Будем использовать асимптотику s = const, k → ∞. При этом число неизвестных параметров растет пропорционально объему данных. 


В последние десятилетия (с начала 1970-х годов) в прикладной статистике все большее распространение получают постановки, в которых число неизвестных параметров растет вместе с объемом выборки. Результаты, полученные в подобных постановках, называют найденными «в асимптотике растущей размерности» или «в асимптотике А.Н.Колмогорова» [13], перенося терминологию исследований по дискриминантному анализу на общий случай. Как известно, в задаче дискриминации в две совокупности (т.е. отнесения вновь появляющегося объекта к одному из двух классов) академик АН СССР А.Н. Колмогоров (1903 - 1987) предложил рассматривать асимптотику 
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где А - размерность пространства (число признаков), Ni - объемы обучающих выборок, λi - константы, i = 1,2. Эта асимптотика естественна при обработке многих видов технических, организационно-экономических, социологических, медицинских данных, поскольку число признаков, определяемых для каждого изучаемого объекта, респондента или пациента, обычно имеет тот же порядок, что и объем выборки. 


Пусть A1, A2, ..., As - независимые (между собой) люсианы с векторами параметров Р1, Р2, ..., Рs соответственно. Гипотезой согласованности будем называть гипотезу

Р1 = Р2 = ...= Рs.

(7.24)
Для ранжировок и разбиений под согласованностью понимают более частную гипотезу, предполагающую отрицание равномерности распределений (т.е. одинаковой вероятности появления каждой возможной ранжировки или разбиения), что соответствует замене проверки гипотезы (7.24) на проверку гипотезы

Р1 = Р2 = ...= Рs = (1/2, 1/2, ..., 1/2).

(7.25)

Как разъяснено в [9, 14], гипотеза (7.24) более адекватна конкретным задачам обработки реальных данных, например, экспертных оценок, чем (7.25). Поэтому полученные от экспертов данные, содержащие противоречия, целесообразно рассматривать как люсианы и проверять гипотезу (7.24), а не подбирать ближайшие ранжировки или разбиения , после чего проверять согласованность методами теории случайных ранжировок или разбиений, как иногда рекомендуется. 


Пусть A1, A2, ..., Am и B1, B2, ..., Bn - независимые в совокупности люсианы длины k, одинаково распределенные в каждой группе с параметрами Р(А) и Р(В) соответственно. Гипотезой однородности называется гипотеза

Р(А) = Р(В).

В асимптотике растущей размерности принимаем, что m и n постоянны, а k → ∞.


Пусть (Ai, Bi), i = 1. 2, ..., s - последовательность (фиксированной длины) пар люсианов. Пары предполагаются независимыми между собой. Требуется проверить гипотезу независимости Ai и Bi, т.е. внутри пар. В ранее введенных обозначениях гипотеза независимости - это гипотеза

P(Xij(A) = 1, Xij(B) = 1) = P(Xij(A) = 1)P(Xij(B) = 1),

 i = 1, 2, ..., s; j = 1, 2, ..., k, 

проверяемая в предположении 

Р1(А) = Р2(А) = ... = Рs(А), Р1(B) = Р2(B) = ... = Рs(B).


В настоящем разделе излагается метод проверки гипотез о люсианах в асимптотике растущей размерности на примере гипотезы согласованности. Эти результаты получены в [9, 14, 15]. Дальнейшее изучение проведено Г.В. Рыдановой, Т.Н. Дылько, Г.В. Раушенбахом, О.В. Филипповым, А.М. Никифоровым и др. Гипотеза однородности рассмотрена, например, в [15]. Методы проверки гипотезы однородности люсианов развиты и изучены Г.В. Рыдановой [16] на основе описанного ниже подхода. Она помимо доказательства предельных теорем провела подробное изучение скорости сходимости методом статистических испытаний. 


Методы проверки согласованности люсианов нашли практическое применение, в частности, при анализе медицинских экспертных данных. Они были использованы в кардиологии при анализе данных кинетотопографии [15, 17, 18]. Эти методы включены в методические рекомендации Академии медицинских наук СССР и Ученого Медицинского Совета Минздрава СССР по управлению научными медицинскими исследованиями [19].


Метод проверки гипотез о люсианах в асимптотике растущей размерности. Будем использовать дальнейшее развитие метода, описанного в предыдущем разделе 7.3. Почему нельзя использовать иные подходы, имеющиеся в математической статистике? Поскольку число неизвестных параметров растет вместе с объемом выборки и пропорционально ему, эти параметры не являются мешающими (в том смысле, как этот термин понимается в теории математической статистики). Отметим, что согласно [20] равномерно наиболее мощных критериев не существует, поскольку параметров много (больше одного). Не останавливаясь на других подходах математической статистики, констатируем необходимость применения метода проверки гипотез по совокупности малых выборок.


Пусть имеются k выборок, независимых между собой. Пусть при справедливости нулевой гипотезы по каждой из выборок можно построить несмещенную оценку [image: image50.wmf]p
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, где р > 1, i = 1, 2, ..., k. Другими словами, пусть распределение i-ой выборки описывается параметром θi, лежащим в произвольном пространстве, а нулевая гипотеза, очевидно, состоит в том, что θi[image: image52.wmf]Î

Θ0i, где Θ0i - собственное подмножество множества {θi}. Предполагается, что можно по i-ой выборке вычислить статистику ξi такую, что 

Mξi = 0

(7.26)

при всех θi[image: image53.wmf]Î

Θ0i. Очевидно, ξi ≡ 0 удовлетворяют (7.24). Однако для рассматриваемого метода необходимо, чтобы при всех θi[image: image54.wmf]Î

Θ0i ковариационная матрица вектора ξi была ненулевой:
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(7.27)


В теории математической статистики иногда используют понятие полноты параметрического семейства распределений. Если рассматриваемое семейство является полным - а так и есть для люсианов, - то не существует достаточной статистики, удовлетворяющей одновременно условиям (7.24) и (7.25) (см., например, [21, §§2.12-2.14]). Поэтому будем использовать статистики, не являющиеся достаточными.


Следующее предположение - ковариационные матрицы статистик ξi, т.е. Cov(ξi), также допускают несмещенные оценки Si по тем же выборкам:

M(Si) = Cov(ξi)

(7.28)

при всех θi[image: image56.wmf]Î

Θ0i. 


Рассматриваемый метод основан на том, что поскольку случайные вектора ξi определяются по независимым между собой выборкам, то ξi независимы в совокупности, а потому случайный вектор

[image: image57.wmf]å

=

=

k

i

i

1

x

x



(7.29)

является суммой независимых случайных векторов, имеет в силу (7.26) нулевое математическое ожидание, а его ковариационная матрица равна 
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При справедливости многомерной центральной предельной теоремы (простейшее условие справедливости этой теоремы для ξi в случае люсианов - отделенность от 0 и 1 всех элементов матриц Pj, равномерная по s и k) вектор ξ является асимптотически нормальным, т.е. при k → ∞ распределение ξ сближается (в смысле, раскрытом в [4, гл. 4]) с многомерным нормальным распределением N(0; Ck). 


Однако эту сходимость нельзя непосредственно использовать для проверки исходной гипотезы, поскольку матрица Ck неизвестна статистику. Необходимо оценить эту матрицу по статистическим данным. В силу (7.28) в качестве оценки Ck естественно использовать 
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Простейшая формулировка условий справедливости такой замены - предположение о том, что к последовательности Si можно применить закон больших чисел. А именно, пусть существует неотрицательно определенная матрица С такая, что при k → ∞
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(7.30)

В силу результатов [4, гл. 4] из асимптотической нормальности ξ и соотношений (7.30) следует, что распределение статистики
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сходится к нормальному распределению N(0; C). При этом, если некоторый случайный вектор τ имеет распределение N(0; C), то распределение случайной величины q(η) сходится к распределению q(τ) для произвольной интегрируемой по Риману по любому кубу функции q: Rp → R1. Для проверки нулевой гипотезы предлагается пользоваться статистикой q(η) при подходящей функции q, а процентные точки брать соответственно распределению q(τ). В этом и состоит рассматриваемый метод проверки гипотез о люсианах в асимптотике растущей размерности. Для реальных расчетов целесообразно использовать линейные или квадратические функции q от координат вектора η.


Отклонения от нулевой гипотезы приводят, как правило, к нарушению равенств (7.26) и (7.27). Случайный вектор η при этом обычно остается асимптотически нормальным, но с другими параметрами, что может быть обычным образом использовано для построения оптимального решающего правила, соответствующего заданной альтернативе (например, согласно лемме Неймана-Пирсона). Поведение при альтернативах для некоторых гипотез изучено в [15, 16], здесь его не будем рассматривать, поскольку вычисление мощности не требует новых идей. 


Несмещенные оценки параметров асимптотического распределения вектора попарных расстояний. Применим описанный выше метод для проверки гипотезы согласованности люсианов. Исходные данные - люсианы

Aj = (X1j, X2j, ..., Xkj), j = 1, 2, ..., s.

В качестве i-й выборки возьмем совокупность испытаний Бернулли, стоящих на i-м месте в рассматриваемых люсианах:  

Xi1, Xi2, ..., Xis.

(7.31)

При справедливости нулевой гипотезы в (7.31) стоят независимые испытания Бернулли с одной и той же вероятностью успеха pi; при нарушении нулевой гипотезы согласованности независимость испытаний Бернулли сохраняется, но вероятности успеха могут различаться.


В качестве вектора ξ, на основе которого строятся статистики для проверки согласованности, будем использовать вектор попарных расстояний между люсианами

ξ = {d(Ap, Aq), 1 < p < q < s},

(7.32)

в котором пары (p, q) упорядочены лексикографически,
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(7.33)

В главе 6 это расстояние выведено из некоторой системы аксиом (напомним, что совокупность векторов из 0 и 1 размерности k находится во взаимнооднозначном соответствии с совокупностью подмножеств множества из k элементов; при этом 1 соответствует тому, что элемент входит в подмножество, а 0 - что не входит).


Из вида расстояния в формуле (7.33) следует, что введенный в (9) вектор ξ имеет вид (7.29) с 

ξi = μi{|Xip - Xiq|, 1 < p < q < s}.
(7.34) 

Следовательно, для применения описанного выше метода проверки гипотез о люсианах в асимптотике растущей размерности достаточно построить на основе вектора ξi из (7.34) несмещенную оценку 0 и найти несмещенную оценку ковариационной матрицы этой оценки. 


Чтобы применить общую схему, необходимо начать с построения статистики β такой, чтобы при всех pi имело место равенство

M(|Xip - Xiq| - β) - 0,  1 < p < q < s.

Элементарный расчет дает:

M|Xip - Xiq| = 2pi (1 - pi).


Как известно [22, с.56-57], несмещенная оценка многочлена 
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по результатам m независимых испытаний Бернулли с вероятностью успеха р в каждом имеет вид
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где γ - общее число успехов в m испытаниях и использовано обозначение

n[h] = n(n - 1)...(n - h + 1).

Ясно, что многочлены степени m + 1 и более высокой невозможно несмещенно оценить по результатам m испытаний.


В случае f(p) = 2p(1 - p) в соответствии с (7.35) получаем несмещенную оценку
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(7.36)


Таким образом, можно применять общий метод проверки гипотез о люсианах в асимптотике растущей размерности с

ξi = μi ({|Xip - Xiq|, 1 < p < q < s} - βie), 

где коэффициенты βi определяются с помощью формулы (7.36) по γi - общему числу единиц, стоящих на i-м месте в люсианах A1, A2, ..., As, а  e - вектор размерности s(s - 1)/2 с единичными координатами. Тогда несмещенная оценка 0, о которой идет речь в методе проверки гипотез по совокупности малых выборок, имеет вид
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Для использования статистики типа η, распределение которой приближается с помощью нормального распределения
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необходимо уметь несмещенно оценивать ковариационные матрицы Cov(ξi). Для этого достаточно найти математические ожидания элементов матрицы [image: image68.wmf])
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 как функции (многочлены) от pi, а затем использовать формулу (7.35) для получения несмещенных оценок. 


Вычисление матрицы [image: image69.wmf])
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 хотя и трудоемко, но не содержит каких-либо принципиальных трудностей. В [15] вычислены диагональные элементы рассматриваемой матрицы. Вычисление занимает около 2,5 книжных страниц (с.299-301). Поэтому здесь приведен только окончательный итог.


Обозначим для краткости pi = р. В [15] показано, что
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Если двухэлементные множества {p, q} и {r, t} не имеют ни одного общего элемента, то 
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а если имеют ровно один общий элемент, то 
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С помощью формулы (7.35) получаем несмещенные оценки для D, C1 и C2 как многочленов от р:
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С помощью трех чисел [image: image76.wmf]*
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 выписывается несмещенная оценка матрицы ковариаций вектора ξi/μi, которую обозначим Bi. Тогда асимптотически нормальный вектор ξ имеет нулевое математическое ожидание и ковариационную матрицу, несмещенно и состоятельно (в смысле соотношений (7)) оцениваемую с помощью 
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(7.37)


Асимптотическая нормальность доказывается, естественно, в схеме серий. Достаточным условием является существование положительной константы ε такой, что
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(7.38)
при всех k и i, 1 < i < k.

Поскольку D, C1 и C2 являются многочленами четвертой степени от р, то несмещенные оценки для них существуют при s > 4. Если же s < 4, то несмещенных оценок не существует. Поэтому указанным методом проверять согласованность можно лишь при числе люсианов s > 4.


Проверка согласованности люсианов. Пусть α - нормально распределенный случайный вектор размерности s(s - 1)/2 с нулевым математическим ожиданием и ковариационной матрицей, определенной формулой (7.37). Согласно результатам [4, гл.4] для любой действительнозначной функции f, интегрируемой по Риману по любому гиперкубу, распределения случайных величин f(ξ) и f(α) сближаются при k → ∞. Это означает, что вместо распределения случайной величины f(ξ) для построения критериев проверки гипотез можно использовать распределение случайной величины f(α). Более того, аналогичный результат верен при замене f на fn (при слабых внутриматематических условиях регулярности, наложенных на последовательность функций fn). Следовательно, для проверки гипотезы согласованности люсианов можно пользоваться любой статистикой fn(ξ), для которой могут быть вычислены на ЭВМ или заранее табулированы процентные точки распределения fn(α), аппроксимирующего распределение fn(ξ).


В частности, можно использовать линейные статистики, представляющие собой скалярное произведение случайного вектора ξ и некоторого заданного детерминированного вектора коэффициентов а, т.е.
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(7.39)

Линейные статистики имеют нулевое математическое ожидание и дисперсию, очевидным образом выражающуюся через матрицу коэффициентов ||aij|| и числа D, C1 и C2, а потому несмещенно и состоятельно оцениваемую с помощью с помощью выписанных выше оценок для D, C1 и C2.


Отметим, что (ξ, а) = 0 при aij ≡ 1, 1 < j < t < s. Это следует как из непосредственного вычисления дисперсии (ξ, а), так и из того, что (ξ, а) в рассматриваемом случае выражается через достаточную статистику (γ1, γ2, ..., γk) и является несмещенной оценкой нуля, а семейство биномиальных распределений полно, т.е. существует только одна несмещенная оценка нуля - тождественный нуль. Таким образом, сумма координат вектора ξ, т.е. непосредственный аналог коэффициента ранговой конкордации Кендалла-Смита из теории ранговой корреляции, тождественно равна 0. 


Распределение статистики (7.39) при альтернативах изучено в работе [16].


Рассмотрим два частных случая. 


Первый частный случай. Проверка согласованности двух определенных люсианов (ответов двух экспертов), j-го и t-го, может осуществляться с помощью статистики (7.39), в которой отличен от 0 только член с ajt = 1. Оценкой дисперсии является D*.


Второй частный случай. Пусть необходимо проверить согласованность люсианов с одним из них, скажем, с j-м (например, люсианы отражают мнения экспертов, а j-й из них является наиболее компетентным - по априорной оценке, или «лицом, принимающим решения», или его мнение сильно отличается от мнений остальных). Это можно сделать с помощью статистики (7.39), в которой 

ajt = 1, t -= j + 1, j + 2, ..., s;   atj = 1, t = 1, 2, ..., j - 1;

aqt =0, q ≠ j, t ≠ j, 1 < q < t < s. 

Другими словами, она имеет вид

[image: image80.wmf]å

å

=

=

-

-

=

k

i

i

i

s

t

t

j

s

A

A

d

W

1

1

)

1

(

)

,

(

b

m

,

(7.40)

где расстояние d между люсианами определено в (7.33), а βi  - в (7.36) с заменой m на s и γ на γi. Используя полученные ранее несмещенные оценки элементов ковариационной матрицы, нетрудно показать, что несмещенная и состоятельная (в смысле формулы (7.30) выше) оценка дисперсии W имеет вид
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Тогда при выполнении некоторых внутриматематических условий регулярности, например, условий (7.38), распределение статистики 
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сходится при k → ∞, s = const к стандартному нормальному распределению с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1 (при справедливости гипотезы (7.24) согласованности люсианов).


Статистика (7.40) наряду со статистикой, предназначенной для проверки гипотезы однородности люсианов, включена в «Методические рекомендации» АМН СССР и УМС Минздрава СССР [19]. Последнюю статистику не расписываем здесь, поскольку для этого не требуются новые идеи.


Различные подходы к понятию согласованности. Обсудим условия, при выполнении которых люсианы естественно считать согласованными (а экспертов, чьи мнения отражают люсианы, имеющими единое мнение, искаженное случайными ошибками), т.е. обсудим различные методы проверки гипотезы (7.24).


Полное индивидуальное согласие имеет место, если никакие два эксперта не являются «несогласованными». Уровень значимости определяется описанным выше способом (первый частный случай). Однако наличие одной или нескольких пар экспертов, чьи мнения нельзя считать согласованными, не свидетельствует о необходимости отклонения гипотезы (7.24), поскольку парных проверок проводится много, а именно, s(s - 1) > 6, а способы установления уровня значимости при множественных проверках, зависимых между собой, к настоящему времени плохо разработаны [3, раздел 11.1]. Проблема множественных проверок для количественных признаков обсуждается А.А. Любищевым [23, с.36-39], выход дается дисперсионным анализом. Можно брать не все попарные проверки, а только для [s/2] пар люсианов, причем разбиение на пары проводить независимо от принятых люсианами значений, как это делает Т.Н. Дылько [24]. Тогда для проверки гипотезы (7.24) на уровне значимости α надо брать для проверки в каждой паре уровень значимости β, где β рассчитывается понятным образом, приближенно β = α / [s/2].


Полное согласие в целом означает, что для любого эксперта мнения всех остальных оказываются с ним согласованными при использовании статистики (7.40) (второй частный случай). Отсутствие подобного согласия для одного или нескольких экспертов не означает отклонения гипотезы согласованности люсианов (7.24) - по тем же причинам, что и в предыдущем случае. 


Минимальное согласие имеют мнения экспертов, когда хотя бы для одного из них гипотеза согласованности не отвергается с помощью статистики (7.40). В этом случае групповое мнение целесообразно строить, выделяя «ядро», о чем подробнее сказано ниже. 


Расстояние d между люсианами (см. формулу (7.33)) введено аксиоматически в главе 6 (напомним, что реализацию люсиана можно рассматривать как подмножество конечного множества). Там же из иной системы аксиом выведено другое расстояние - D-метрика. Рассмотрим проверку согласованности люсианов с использованием D-метрики. В этом случае расстояние между люсианами А1 и А2 имеет вид
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где 
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Ясно, что теория, основанная на D-метрике, из-за наличия знаменателя в только что приведенной формуле существенно сложнее теории, основанной на метрике d. Ясно также, что описанный выше метод проверки гипотез о люсианах в асимптотике растущей размерности применить не удается. Чтобы продемонстрировать существенное усложнение ситуации, опишем лишь асимптотическое поведение расстояния D(А1, А2) между двумя люсианами.


Теорема 7.4 [25]. Пусть p1i и p2i отделены от 0 и 1, а μi отделены от 0 и +∞. Тогда расстояние D(А1, А2) между люсианами А1 и А2 асимптотически нормально при k → ∞ с параметрами
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т.е. для любого числа х справедливо предельное соотношение
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где Φ(х) - функция стандартного нормального распределения с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1. 


Величины Nj, j = 1, 2, 2, 4, 5, выражаются через μi и величины  

p3i = p1i + p2i - 2p1i p2i, p4i = p1i + p2i - p1i p2i     

следующим образом:
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Следствие 7.1. Пусть p1i = p1 и p2i = p2 при всех i, k, причем p1 и p2 лежат внутри отрезка (0; 1). Пусть μi отделены от 0 и +∞. Тогда расстояние D(А1, А2) между люсианами А1 и А2 асимптотически нормально при k → ∞ с параметрами
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где

p3 = p1 + p2 - 2p1p2,   p4 = p1 + p2 - p1p2.   


Следствие 7.2. Пусть в предположениях следствия 7.1 p1 = p2 = р и μi = 1 при всех i, k. Тогда 
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Замечание. Пусть в следствии 7.2 р = 1/2. Тогда А1 и А2 - люсианы, равномерно распределенные на множестве всех последовательностей из 0 и 1 длины k. В частности, эти люсианы могут соответствовать независимым случайным множествам, равномерно распределенным на совокупности всех подмножеств конечного множества из k элементов, или независимым толерантностям, равномерно распределенным на множестве всех толерантностей, определенных на множества из m элементов, где m(m - 1)/2 = k. По следствию 7.2 расстояние между люсианами D(А1, А2) асимптотически нормально с математическим ожиданием 0,667 и дисперсией 0,296 k-1. Напомним, что распределения коэффициентов ранговой корреляции Кендалла и Спирмена изучены (в основном) лишь при условии равномерности распределения случайных ранжировок на множестве всех возможных ранжировок фиксированного числа объектов. Для теории люсианов случай равномерности распределения - весьма частный, а для теории ранжировок - основной. Как уже говорилось, отказ от равномерности - привлекательная черта теории люсианов.  


Классификация люсианов. Отсутствие согласованности в одном из перечисленных выше смыслов позволяет сделать заключение о целесообразности разбиения всех люсианов (например, если они выражают мнения экспертов) на группы близких между собой, т.е. о целесообразности классификации люсианов, точнее, их кластер-анализа. Поскольку введена мера близости между люсианами d(А1, А2) или D(А1, А2), то напрашивается следующий способ действий: провести разбиение на кластеры с помощью одного из алгоритмов, основанных на использовании меры близости, а затем проверить мнения в каждом классе на согласованность. Однако применение того или иного алгоритма кластер-анализа, вообще говоря, может нарушить предпосылки описанных выше способов описанных выше способов проверки согласованности (ср. обсуждение похожей проблемы, связанной с применением регрессионного анализа после кластер-анализа, в [3, гл.11]). Поэтому опишем методы классификации, опирающиеся на результаты проверки согласованности.


Разбиение на кластеры, внутри каждого из которых имеет место «полное индивидуальное согласие», может быть проведено с помощью агломеративного иерархического алгоритма «дальнего соседа», дополненного ограничением сверху на диаметр кластера. Это ограничение строится из статистических соображений, в отличие от методов, обычно используемых в кластер-анализе [3, гл.5]. При этом в качестве меры близости между люсианами используют не расстояния d или D, а модуль статистики, применяемой для проверки согласованности двух люсианов, т.е. статистики (7.39), в которой только одно из чисел aij отлично от 0. Упомянутое ограничение таково: диаметр кластера не должен превосходить процентной точки предельного распределения, соответствующей используемому при анализе рассматриваемых данных уровню значимости (можно порекомендовать 5%-й уровень значимости). В результате работы алгоритма получим кластеры, в которых имеется «полное индивидуальное согласие», причем объединение любых двух кластеров приведет к исчезновению этого свойства у объединения. Поскольку способ выделения итогового разбиения из иерархического дерева разбиений имеет вероятностно-статистическое обоснование, изложенное выше, то описанный метод классификации люсианов следует считать - в терминологии [26] - не методом анализа данных, а вероятностно-статистическим методом. 


Кластеры «с полным согласием в целом» могут быть получены с помощью агломеративного иерархического алгоритма, в котором мерой близости двух кластеров является максимальное значение модуля статистики (7.40), когда j пробегает номера мнений (люсианов), вошедших в объединение рассматриваемых кластеров, а суммирование в (7.40) проводится по всем люсианам в этом объединении. Ограничение сверху на меру близости кластеров определяется процентной точкой предельного распределения статистики W, заданной формулой (7.40). 


Кластеры «с минимальным согласием» можно получить, при фиксированном j выделяя совокупность люсианов, согласованных с Aj в смысле статистики W из (7.40). 


На основе двух рассмотренных выше частных случаев линейной статистики (7.39) можно строить и другие способы классификации. Например, для каждого люсиана Am можно выделить кластер «типа шара» (см. [3, гл.5]) из люсианов, попарно согласованных с Am. Все такие способы имеют вероятностно-статистическое обоснование, и потому к ним относится сказанное выше относительно выделения кластеров «с полным индивидуальным согласием».


Замечание. Проверка согласованности приведенными выше критериями может привести к отрицательному результату двумя способами - либо значение статистики окажется слишком большим, либо слишком малым. Первое означает, что гипотеза согласованности люсианов (7.24) неверна, вторая - что неверна вероятностная модель реального явления или процесса, основанная на люсианах. С необходимостью учета второй возможности мы столкнулись при применении теории люсианов для анализа данных топокарт, полученных при проведении кинетокардиографии у больных инфарктом миокарда [17, 18]. 


Нахождение среднего. В результате классификации получаем согласованные (в одном из указанных выше смыслов) группы люсианов. Для каждой из них полезно рассмотреть среднее. В зависимости от конкретных приложений в прикладных исследованиях применяют либо среднее в виде последовательностей 0 и 1, т.е. в виде реализации люсиана, либо среднее в виде последовательности оценок вероятностей (p1, p2, ..., pk). Кроме того, оно может находиться либо с помощью методов, подавляющих «засорения» («выбросы»), либо без учета возможности засорения. Рассмотрим все четыре возможности. 


В соответствии с подходом главы 6 при отсутствии засорения эмпирическое среднее ищется как решение задачи
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где A1, A2, ..., Am - люсианы, входящие в рассматриваемый кластер, Х - множество, которому принадлежит среднее. Если Х - совокупность последовательностей из 0 и 1, то правило (7.41) дает решение по правилу большинства.  

Если Х - пространство последовательностей вероятностей, то решением задачи (7.41) является та же последовательность 0 и 1, что и в первом случае. Поэтому в качестве среднего вместо решения задачи (7.41) целесообразно рассматривать просто последовательность частот. 


Асимптотическое поведение средних при m → ∞ вытекает из законов больших чисел, теорем, описывающих асимптотику решений экстремальных статистических задач [4, разд.6.3], и теоремы Муавра-Лапласа соответственно.


В работе [27] при анализе результатов эксперимента показано, что ответы реальных экспертов разбиваются на многочисленное «ядро», расположенное вокруг истинного мнения, и отдельных «диссидентов», разбросанных по периферии. Причем оценка истинного мнения по «ядру» является более точной, чем по всей совокупности, поскольку мнения «диссидентов» не отражают истинного мнения. Поэтому для построения группового мнения, в том числе среднего для совокупности люсианов, отражающих мнения экспертов, естественно применять методы, подавляющие мнения «диссидентов», что соответствует методологии робастности. 


«Ядро» может быть построено следующим образом. Решается задача (7.41) с конечным множеством Х, состоящим из всех исходных люсианов: Х = {A1, A2, ..., Am}, т.е. из результатов наблюдений выбирается тот, что находится «в центре» совокупности результатов наблюдений. Пусть Aj является решением этой задачи. В качестве ядра предлагается рассматривать совокупность всех люсианов, которые попарно согласованы с Aj. Другой вариант: рассматривается кластер с «полным внутренним согласием», куда входит Aj. (При этом, очевидно, должно быть изменено (уменьшено) критическое значение критерия по сравнению с процедурой, приведшей к выделению группы, нахождением группового мнения которой мы занимаемся.) Затем групповое мнение ищется лишь для элементов «ядра». Описанная процедура особенно необходима в случае, когда не было предварительного разбиения совокупности люсианов на группы согласованных друг с другом. Новым по сравнению с [27] является придание вероятностного смысла порогу, выделяющему «ядро».


Обобщая идею выделения «ядра», приходим к «взвешенным итеративным методам оценивания среднего» (ВИМОП - оценкам среднего), введенным и изученным в работе [28]. Их применение для люсианов не требует специальных рассмотрений.  


Таким образом, в настоящем разделе представлен ряд методов обработки специального вида объектов нечисловой природы - люсианов. При этом для решения одной и той же задачи, например, задачи классификации, предлагается ряд методов, точно так же, как для решения классической задачи проверки однородности двух независимых выборок имеется большое число методов [3, гл.4].
7.5. Метод парных сравнений


Пример практического применения метода парных сравнений. Деятельность предприятия по реализации товаров и услуг всегда сопряжена с рядом проблем, от качества решения которых зависит его будущее. Руководителю службы маркетинга необходимо знать факторы, сдерживающие продажи, и оценить степень важности каждого из них. При кажущейся очевидности и простоте решения далеко не вся управленческая команда дает однозначный ответ: какая из проблем на текущий момент является наиболее важной. Необходим экспертный опрос на эту тему. 


Целью исследования факторов, влияющих на объемы продаж, является их ранжирование по степени важности. Для этого среди 25 сотрудников отдела сбыта, а также 10 руководителей завода ГАРО (Великий Новгород) одним из топ-менеджеров предприятия А.А. Пивнем был проведен опрос, в котором предлагалось сравнить попарно факторы, определив более важный среди двух. Итог определялся как среднее арифметическое сумм баллов, набранных каждым фактором у всех опрашиваемых.  


Были проанализированы следующие 15 факторов:


- потребительские свойства изделий (качество, надежность, показатели назначения и т.д.);


- уровень цен;


- срок поставки продукции;


- информация о предлагаемых к продаже изделиях;


- уровень гарантийного и сервисного обслуживания;


- работа дилеров, представительств;


- рекламная деятельность;


- численность персонала;


- мотивация труда;


- инициативность персонала;


- маркетинговая деятельность;


- оснащенность техническими средствами;


- квалификация персонала;


- корпоративная культура;


- репутация Компании. 

 
В результате анализа результатов парных сравнений построена структурная схема, показывающих степень влияния факторов на объемы продаж (рис.7.1).

REF  SHAPE  \* MERGEFORMAT 
Рис.7.1. Распределение факторов по их значимости.


Наибольшую значимость на сегодняшний день имеет срок поставки продукции и квалификация персонала. Меняются подходы к продвижению товаров на рынке. Ранее успешно применяемые способы продаж (почтовая рассылка рекламы, участие в специализированных выставках, публикации в газетах и специализированных изданиях, конференции и т.д.) сегодня требуют иного качественного подхода. Срок поставки продукции, как правило, связан с производственно-технологическим циклом изготовления и настройки изделий. Мотивация труда, равно как и уровень гарантийного и сервисного обслуживания, имеют также большое значение. Разрабатывается и утверждается новая система оплаты труда, которая позволяет устранить возникающие противоречия. Отдел сервисного обслуживания гаражного оборудования должен разработать концепцию развития сервисной сети с целью наиболее полного удовлетворения потребителя, а значит и завоевания преимуществ в конкурентной борьбе.


Среди проблем более низкого уровня значимости необходимо отметить место корпоративной культуры. Понимание и осознание себя, как части сплоченного коллектива - сложный процесс. Достижение синергетического эффекта возможно только в коллективе, в котором отдельный сотрудник понимает и делает свою работу через понимание целей и задач всей Компании. Формированию корпоративной культуры следует уделить особое внимание.


Проведенный анализ дает возможность Компании сосредоточить свои усилия на наиболее важных  на данный момент обозначенных проблемах. Выбор пути решения каждой из них  определяется возможностями Компании и опытом руководителей. 


Вероятностное моделирование парных сравнений. Опишем общую модель парных сравнений (см., например, [29], [4, гл.5]). 
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Ясно, что описанная модель парных сравнений представляет собой частный случай люсиана (в другой терминологии -бернуллиевского вектора). В этой модели число наблюдений равно числу неизвестных параметров, поэтому для получения статистических выводов необходимо наложить те или иные априорные условия на 
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 (нет эффекта от повторений); 
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 (нет эффекта от повторений и от экспертов). 


Теорию независимых парных сравнений целесообразно разделить на две части - непараметрическую, в которой статистические задачи ставятся непосредственно в терминах 
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 выражаются через меньшее число иных параметров. Ряд результатов непараметрической теории парных сравнений непосредственно вытекает из теории люсианов. 

 
В параметрической теории парных сравнений наиболее популярна линейная модель, в которой предполагается, что каждому объекту Ai можно сопоставить некоторую "ценность" Vi так, что вероятность предпочтения 
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 (т.е. предполагается дополнительно, что эффект от повторений и от экспертов отсутствует) выражается следующим образом: 
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(7.42)

где H(x) - функция распределения, симметричная относительно 0, т.е.
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(7.43)

при всех x.

 
Широко применяются модели Терстоуна - Мостеллера и Брэдли - Терри, в которых H(х) - соответственно функции нормального и логистического распределений. С прикладной точки зрения эти две модели практически совпадают. Действительно, поскольку функция Ф(х) стандартного нормального распределения с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1 и функция 
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стандартного логистического распределения удовлетворяют соотношению [4, гл.5]
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то для обоснованного выбора по статистическим данным между моделями Терстоуна-Мостеллера и Брэдли-Терри необходимо не менее тысячи наблюдений. Ясно, что при реальном проведении экспертного опроса число наблюдений по крайней мере на порядок меньше.


Соотношение (7.42) вытекает из следующей модели поведения эксперта: он измеряет "ценность" Vi и Vj объектов Ai и Aj, но с ошибками 
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 и 
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 соответственно, а затем сравнивает свои оценки ценности объектов 
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 то он предпочитает Ai, в противном случае - Aj. Тогда
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(7.44)


Обычно предполагают, что субъективные ошибки эксперта 
[image: image123.wmf]i
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 и 
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 независимы и имеют одно и то же непрерывное распределение. Тогда функция распределения Н(х) из соотношения (7.44) непрерывна и удовлетворяет функциональному уравнению (7.43).


Пример. При опросе экспертов (август 2001 г.) попарно сравнивались четыре компании ТНК, Лукойл, Юкос, Татнефть, продающие автомобильное топливо. Сравнение проводилось по качеству бензина. При t = 4 пар для сравнения имеется 
[image: image125.wmf]2
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= 6. Результаты парных сравнений приведены в табл.7.8. По ним необходимо определить взаимное положение четырех компаний на оси «качество бензина», т.е. найти их «ценности» V1, V2, V3, V4.

Таблица 7.8.

Сравнение компаний по качеству бензина

	Пары 
	Частота выбора первого элемента пары
	Частота выбора второго элемента пары

	ТНК - Лукойл
	π(1,2) = 0,508
	π(2,1) = 0,492

	ТНК - Юкос
	π(1,3) = 0,331
	π(3,1) = 0,669

	ТНК - Татнефть
	π(1,4) = 0,990
	π(4,1) = 0,010

	Лукойл - Юкос
	π(2,3) = 0,338
	π(3,2) = 0,662

	Лукойл - Татнефть
	π(2,4) = 0,990
	π(4,2) = 0,010

	Юкос - Татнефть
	π(3,4) = 0,997
	π(4,3) = 0,003



Применим модель Терстоуна-Мостеллера, согласно которой погрешности мнений экспертов 
[image: image126.wmf]i

e

 являются независимыми нормально распределенными случайными величинами с нулевым математическим ожиданием и дисперсией σ2. 


Легко видеть, что «ценности» V1, V2, V3, V4 измерены в шкале интервалов. Начало координат можно выбрать произвольно, поскольку вероятности результатов сравнения зависят только от попарных разностей «ценностей» V1, V2, V3, V4. Например, можно положить V4 = 0. Единицу измерения также можно выбрать произвольно. При изменении единицы измерения меняется σ2, точнее, единица измерения однозначно связана с величиной σ. Дисперсия разности 
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 - 
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 равна 2σ2.. В соответствии с формулой (7.44) удобно выбрать единицу измерения так, чтобы 2σ2 = 1, т.е. 
[image: image129.wmf]2
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. Тогда Н в формуле (7.44) - это функция Ф стандартного нормального распределения с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1.


В соответствии с (7.44) имеем систему шести уравнений с тремя неизвестными:


Φ (V1 - V2) = π (1, 2) = 0,508,


Φ (V1 - V3) = π (1, 3) = 0,331, 


Φ (V1) = π (1, 4) = 0,990,


Φ (V2 - V3) = π (2, 3) = 0,338,


Φ (V2) = π (2, 4) = 0,990,


Φ (V3) = π (3, 4) = 0,997.

Применяя к каждому их этих уравнений преобразование Ф-1, получаем систему шести линейных уравнений с тремя неизвестными:


V1 - V2 = а1 = Ф-1(0,508) = 0,020054,


V1 - V3 = а2 = Ф-1(0,331) = - 0,437154, 


V1 = а3 = Ф-1(0,990) = 2,326348,


V2 - V3 = а4 = Ф-1(0,338) = - 0,417928,


V2 = а5 = Ф-1(0,990) = 2,326348,


V3 = а6 = Ф-1(0,997) = 2,747781.

(Значения Φ-1 взяты из таблицы 1.3 сборника [8].)


В полученной системе число уравнений больше числа неизвестных, т.е. система переопределена. Дальнейшие расчеты могут проводиться разными способами. Простейший из них стоят в том, чтобы выбрать три уравнения, а именно, третье, пятое и шестое, которые и дают искомые значения:

V1 = V2 = 2,326348, V3 = 2,747781.

Таким образом, качество бензина лучше всего у Юкоса, оно несколько хуже у ТНК и Лукойла, одинаковых по этому показателю, а Татнефть значительно хуже тройки лидеров. Можно показать, что если модель Терстоуна-Мостеллера верна и число экспертов достаточно велико, то отбрасывание «лишних» уравнений является корректным способом обработки экспертных данных, поскольку дает состоятельные оценки «ценностей» V1, V2, ..., Vn.


Однако ясно, что при отбрасывании трех уравнений из шести часть информации теряется. Например, первое уравнение показывает, что по мнению экспертов качество бензина у ТНК несколько лучше, у Лукойла. Поэтому целесообразно применить метод наименьших квадратов для оценивания V1, V2, V3, V4. А именно, рассмотрим функцию трех переменных

f(V1, V2, V3) = (V1 - V2 - а1)2 + (V1 - V3 - а2)2 + (V1 - а3)2 +

+(V2 - V3 - а4)2 +(V2 - а5)2 +(V3 - а6)2 .

Оценки по методу наименьших квадратов - это результат минимизации функции f(V1, V2, V3) по совокупности переменных V1, V2, V3. Для минимизации этой функции достаточно приравнять 0 частные производные этой функции по V1, V2, V3. Имеем:
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Приравнивая частные производные 0, деля на 2, раскрывая скобки и перенося свободные члены в правую часть, получаем систему трех линейных уравнений с тремя неизвестными
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EMBED Equation.3[image: image134.wmf].
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Решение этой системы не представляет трудностей. 


Вообще говоря, не всегда сравниваемые объекты можно представить точками на прямой, т.е. не всегда их можно линейно упорядочить. Возможно, более соответствует данным опроса экспертов представление объектов точками на плоскости или в пространстве большей размерности. В статистике парных сравнений [29] разработаны методы проверки адекватности модели Терстоуна-Мостеллера и других параметрических моделей. Для этого обычно используются критерии типа хи-квадрат.

Разработано много интересных и полезных методов анализа результатов парных сравнений [30, 31]. Во многих областях прикладной статистики и, в частности, при анализе мнений экспертов полезна теория несмещенных оценок [32].
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Контрольные вопросы и задачи

1. В чем состоит «турнирный» метод ранжирования вариантов?
2. Как связаны случайные толерантности и нечеткие толерантности?
3. Какие задачи проверки статистических гипотез рассматривают в теории случайных толерантностей.

4. Проверка гипотез согласованности, однородности и независимости в теории люсианов.

5. Вероятностно-статистические методы классификации люсианов.
6. В теории люсианов (раздел 7.4) выведите из общего вида несмещенной оценки многочлена от р по результатам m независимых испытаний Бернулли с вероятностью успеха р в каждом (формула (7.35)) несмещенную оценку в случае f(p) = 2p(1-p) (формула (7.36)).
7. Выпишите несмещенную оценку для функции f(p) = p3 - 3p2 + 2p, где р - параметр биномиального распределения.
Темы докладов, рефератов, исследовательских работ
1. Рассчитайте мощность статистик W и N, рассматриваемых в теории равномерно распределенных случайных толерантностей.  
2. Изучите распределение при альтернативах статистики Т, используемой для проверки однородности двух групп люсианов (при безграничном росте объемов групп).
3. Несмещенные оценки в прикладной статистике.

4. Применение метода проверки гипотез по совокупности малых выборок в задачах обнаружения эффекта и проверки однородности. 

5. По данным примера в разделе 7.5 найдите методом наименьших квадратов взаимное положение четырех нефтяных компаний на оси «качество бензина», т.е. найдите их «ценности» V1, V2, V3, V4.

6. Классификация мнений экспертов и проверка согласованности мнений экспертов, выраженных люсианами.

7. Использование люсианов в теории и практике экспертных оценок.
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