Часть 2. Математика экспертных оценок

Глава 6. Математические методы анализа экспертных оценок


Перейдем к обсуждению математических оснований теории экспертных оценок.

6.1. Основные математические задачи анализа экспертных оценок

Ясно, что при анализе мнений экспертов можно применять самые разнообразные статистические методы, описывать их - значит описывать практически всю прикладную статистику. Тем не менее, можно выделить основные широко используемые в настоящее время методы математической обработки экспертных оценок - это проверка согласованности мнений экспертов (или классификация экспертов, т.е. разбиение их на группы сходных по мнению, если нет согласованности) и усреднение мнений экспертов внутри согласованной группы.


Поскольку ответы экспертов во многих процедурах экспертного опроса - не числа, а такие объекты нечисловой природы, как градации качественных признаков, ранжировки, разбиения, результаты парных сравнений, нечеткие предпочтения и т.д., то для их анализа оказываются полезными методы статистики объектов нечисловой природы.


Почему ответы экспертов часто носят нечисловой характер? Наиболее общий ответ состоит в том, что люди не мыслят числами. В мышлении человека используются образы, слова, но не числа. Поэтому требовать от эксперта ответ в форме чисел - значит насиловать его разум. Даже в экономике предприниматели, принимая решения, лишь частично опираются на численные расчеты. Это видно из условного (т.е. определяемого произвольно принятыми соглашениями, обычно оформленными в виде инструкций) характера балансовой прибыли, амортизационных отчислений и других экономических показателей. В этом одна из причин того, что фраза типа «фирма стремится к максимизации прибыли» не может иметь строго определенного смысла. Достаточно спросить: «Максимизация прибыли - за какой период?» И сразу станет ясно, что степень оптимальности принимаемых решений зависит от горизонта планирования (на экономико-математическом уровне этот сюжет рассмотрен в [1, гл.1.3], а более подробно, со всеми доказательствами - в монографии [2]).

 
Эксперт может сравнить два объекта, сказать, какой из двух лучше (метод парных сравнений), дать им оценки типа "хороший", "приемлемый", "плохой", упорядочить несколько объектов по привлекательности, но обычно не может ответить, во сколько раз или на сколько один объект лучше другого. Другими словами, ответы эксперта обычно измерены в порядковой шкале, или являются ранжировками, результатами парных сравнений и другими объектами нечисловой природы, но не числами. 

Распространенное заблуждение состоит в том, что ответы экспертов стараются рассматривать как числа, занимаются "оцифровкой" их мнений, приписывая этим мнениям численные значения - баллы, которые потом обрабатывают с помощью методов прикладной статистики как результаты обычных физико-технических измерений. В случае произвольности "оцифровки" выводы, полученные в результате подобной обработки данных, могут не иметь никакого отношения к реальности. 

В связи с "оцифровкой" уместно вспомнить классическую притчу о человеке, который ищет потерянные ключи под фонарем, хотя потерял их в кустах. На вопрос, почему он так делает, отвечает: "Под фонарем светлее". Это, конечно, верно. Но, к сожалению, весьма малы шансы найти потерянные ключи под фонарем. Так и с "оцифровкой" нечисловых данных. Она дает возможность имитации научной деятельности, но не возможность найти истину. 

В соответствии с теорией измерений выводы, полученные на основе анализа мнений экспертов, должны быть инвариантны относительно допустимых преобразований шкал измерений. В случае порядковой шкалы - относительно любого строго возрастающего преобразования.

Проверка согласованности мнений экспертов и классификация экспертных мнений. Ясно, что мнения разных экспертов различаются. Важно понять, насколько велико это различие. Если мало - усреднение мнений экспертов позволит выделить то общее, что есть у всех экспертов, отбросив случайные отклонения в ту или иную сторону. Если велико - усреднение является чисто формальной процедурой. Так, если представить себе, что ответы экспертов равномерно покрывают поверхность бублика, то формальное усреднение укажет на центр дырки от бублика, а такого мнения не придерживается ни один эксперт. Из сказанного ясна важность проблемы проверки согласованности мнений экспертов. 


Разработан ряд методов такой проверки. Статистические методы проверки согласованности зависят от математической природы ответов экспертов. Соответствующие статистические теории весьма трудны, если эти ответы - ранжировки или разбиения, и достаточно просты, если ответы - результаты независимых парных сравнений. Отсюда вытекает рекомендация по организации экспертного опроса: не старайтесь сразу получить от эксперта ранжировку или разбиение, ему трудно это сделать, да и имеющиеся математические методы не позволяют далеко продвинуться в анализе подобных данных. Например, рекомендуют проверять согласованность ранжировок с помощью коэффициента ранговой конкордации Кендалла-Смита. Но давайте вспомним, какая статистическая модель при этом используется. Как известно, в рамках методологии математической статистики проверяется нулевая гипотеза, согласно которой ранжировки независимы и равномерно распределены на множестве всех ранжировок. Если эта гипотеза принимается, то, конечно, ни о какой согласованности мнений экспертов говорить нельзя. А если отклоняется? Тоже нельзя. Например, может быть два (или больше) центра, около которых группируются ответы экспертов. Нулевая гипотеза отклоняется. Но разве можно говорить о согласованности? 


Эксперту гораздо легче на каждом шагу сравнивать только два объекта. Пусть он занимается парными сравнениями. Непараметрическая теория парных сравнений (теория люсианов) [3] позволяет решать более сложные задачи, чем статистика ранжировок или разбиений. В частности, вместо гипотезы равномерного распределения можно рассматривать гипотезу однородности, т.е. вместо совпадения всех распределений с одним фиксированным (равномерным) можно проверять лишь совпадение распределений мнений экспертов между собой, что естественно трактовать как согласованность их мнений. Таким образом, удается избавиться от неестественного предположения равномерности.


При отсутствии согласованности экспертов естественно разбить их на группы сходных по мнению. Это можно сделать различными методами статистики объектов нечисловой природы, относящимися к кластер-анализу, предварительно введя метрику в пространство мнений экспертов. Идея американского математика Джона Кемени об аксиоматическом введении метрик (см. ниже) нашла многочисленных продолжателей. Однако методы кластер-анализа обычно являются эвристическими. В частности, обычно невозможно с позиций статистической теории обосновать "законность" объединения двух кластеров в один. Имеется важное исключение - для независимых парных сравнений (люсианов) разработаны методы, позволяющие проверять возможность объединения кластеров как статистическую гипотезу. Это - еще один аргумент за то, чтобы рассматривать теорию люсианов как ядро математических методов экспертных оценок [1].


Нахождение итогового мнения комиссии экспертов. Пусть мнения комиссии экспертов или какой-то ее части признаны согласованными. Каково же итоговое (среднее, общее) мнение комиссии? Согласно идее Джона Кемени следует найти среднее мнение как решение оптимизационной задачи. А именно, надо минимизировать суммарное расстояние от кандидата в средние до мнений экспертов. Найденное таким способом среднее мнение называют "медианой Кемени".


Математическая сложность состоит в том, что мнения экспертов лежат в некотором пространстве объектов нечисловой природы. Общая теория подобного усреднения построена в ряде работ, в частности, показано, что в силу обобщения закона больших чисел среднее мнение при увеличении числа экспертов (чьи мнения независимы и одинаково распределены) приближается к некоторому пределу, который естественно назвать математическим ожиданием (случайного элемента, имеющего то же распределение, что и ответы экспертов).


В конкретных пространствах нечисловых мнений экспертов вычисление медианы Кемени может быть достаточно сложным делом. Кроме свойств пространства, велика роль конкретных метрик. Так, в пространстве ранжировок при использовании метрики, связанной с коэффициентом ранговой корреляции Кендалла, необходимо проводить достаточно сложные расчеты, в то время как применение показателя различия на основе коэффициента ранговой корреляции Спирмена приводит к упорядочению по средним арифметическим рангам. 


Бинарные отношения и расстояние Кемени. Как известно, бинарное отношение А на конечном множестве Q = {q1 , q2 ,..., qk} - это подмножество декартова квадрата Q2 = {(qm , qn), m, n = 1, 2, …, k}. При этом пара (qm , qn) входит в А тогда и только тогда, когда между qm и qn имеется рассматриваемое отношение. 


Напомним, что каждую кластеризованную ранжировку, как и любое бинарное отношение, можно задать квадратной матрицей ||x(a, b)|| из 0 и 1 порядка k × k. При этом x(a, b) = 1 тогда и только тогда, когда a < b либо a = b. В первом случае x(b, a) = 0, а во втором x(b, a) = 1. При этом хотя бы одно из чисел x(a, b) и x(b, a) равно 1. 

В экспертных методах используют, в частности, такие бинарные отношения, как ранжировки (упорядочения, или разбиения на группы, между которыми имеется строгий порядок), отношения эквивалентности, толерантности (отношения сходства). Как следует из сказанного выше, каждое бинарное отношение А можно описать матрицей ||a(i,j)|| из 0 и 1, причем a(i,j) = 1 тогда и только тогда, когда qi и qj находятся в отношении А, и a(i,j) = 0 в противном случае. 


Определение 6.1. Расстоянием Кемени между бинарными отношениями А и В, описываемыми матрицами ||a(i,j)|| и ||b(i,j)|| соответственно, называется число
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т.е. расстояние Кемени между бинарными отношениями равно сумме модулей разностей элементов, стоящих на одних и тех же местах в матрицах, соответствующих этим бинарным отношениям.


Легко видеть, что расстояние Кемени - это число несовпадающих элементов в  матрицах ||a(i,j)|| и ||b(i,j)||.


Вид расстояния Кемени не выбран произвольно. Он основан на некоторой системе аксиом. Эта система аксиом и вывод из нее формулы для расстояния Кемени между упорядочениями содержится в книге [4], которая сыграла большую роль в развитии в нашей стране такого научного направления, как анализ нечисловой информации [5, 6]. В дальнейшем под влиянием Кемени были предложены различные системы аксиом для получения расстояний в тех или иных нужных для социально-экономических исследований пространствах, например, в пространствах множеств [2].

Медиана Кемени и законы больших чисел. С помощью расстояния Кемени находят итоговое мнение комиссии экспертов. Пусть А1, А2, А3,…, Ар - ответы р экспертов, представленные в виде бинарных отношений. Для их усреднения используют т.н. медиану Кемени
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где Arg min - то или те значения А, при которых достигает минимума указанная сумма расстояний Кемени от ответов экспертов до текущей переменной А, по которой и проводится минимизация. Таким образом,
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Кроме медианы Кемени, используют и другие средние величины в пространстве бинарных отношений, например, введенное в [4] среднее по Кемени, в котором вместо D(Ai, A) стоит D2(Ai, A). 


Медиана Кемени - частный случай определения эмпирического среднего в пространствах нечисловой природы [3]. Для нее справедлив закон больших чисел, т.е. эмпирическое среднее приближается при росте числа составляющих (т.е. р - числа слагаемых в сумме), к теоретическому среднему:
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Здесь М - символ математического ожидания. Предполагается, что ответы р экспертов А1, А2 ,  А3,…, Ар  есть основания рассматривать как независимые одинаково распределенные случайные элементы (т.е. как случайную выборку) в соответствующем пространстве бинарных отношений, например, в пространстве упорядочений или отношений эквивалентности. Систематически эмпирические и теоретические средние и соответствующие различные варианты законов больших чисел изучены в ряде работ (см., например, [3, 7]).


Законы больших чисел показывают, во-первых, что медиана Кемени обладает устойчивостью по отношению к незначительному изменению состава экспертной комиссии; во-вторых, при увеличении числа экспертов она приближается к некоторому пределу. Его естественно рассматривать как истинное мнение экспертов, от которого каждый из них несколько отклонялся по случайным причинам. 


Рассматриваемый здесь закон больших чисел является обобщением известного в статистике "классического" закона больших чисел. Он основан на иной математической базе - теории оптимизации (в пространствах произвольной природы), в то время как "классический" закон больших чисел использует суммирование. Упорядочения и другие бинарные отношения нельзя складывать, поэтому приходится применять иную математику.


Вычисление медианы Кемени - задача целочисленного программирования. Для ее нахождения используются различные алгоритмы дискретной математики, в частности, основанные на методе ветвей и границ. Применяют также алгоритмы, основанные на идее случайного поиска, поскольку для каждого бинарного отношения нетрудно найти множество его соседей. 


Рассмотрим пример вычисления медианы Кемени. Пусть дана квадратная матрица (порядка 9) попарных расстояний для множества бинарных отношений из 9 элементов А1, А2, А3,..., А9 (см. табл. 6.1). Найдем в этом множестве медиану для множества из 5 элементов {А2, А4, А5, А8, А9}.

Таблица 6.1. 
Матрица попарных расстояний

	Элементы
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6
	А7
	А8
	А9

	А1
	0
	2
	13
	1
	7
	4
	10
	3
	11

	А2
	2
	0
	5
	6
	1
	3
	2
	5
	1

	А3
	13
	5
	0
	2
	2
	7
	6
	5
	7

	А4
	1
	6
	2
	0
	5
	4
	3
	8
	8

	А5
	7
	1
	2
	5
	0
	10
	1
	3
	7

	А6
	4
	3
	7
	4
	10
	0
	2
	1
	5

	А7
	10
	2
	6
	3
	1
	2
	0
	6
	3

	А8
	3
	5
	5
	8
	3
	1
	6
	0
	9

	А9
	11
	1
	7
	8
	7
	5
	3
	9
	0



В соответствии с определением медианы Кемени следует ввести в рассмотрение функцию
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рассчитать ее значения для всех A = А1, А2, А3,..., А9 и выбрать наименьшее. Проведем расчеты:

С(А1) = D(A2, A1)+ D(A4, A1)+ D(A5, A1)+ D(A8, A1)+ D(A9, A1) = 
= 2 + 1 +7 +3 +11 = 24,

С(А2) = D(A2, А2)+ D(A4, А2)+ D(A5, А2)+ D(A8, А2)+ D(A9, А2) = 
= 0 + 6 + 1 + 5 + 1 = 13,
С(А3) = D(A2, А3)+ D(A4, А3)+ D(A5, А3)+ D(A8, А3)+ D(A9, А3) = 
= 5 + 2 + 2 + 5 +7 = 21,

С(А4) = D(A2, А4)+ D(A4, А4)+ D(A5, А4)+ D(A8, А4)+ D(A9, А4) = 
= 6 + 0 + 5 + 8 + 8 = 27,

С(А5) = D(A2, А5)+ D(A4, А5)+ D(A5, А5)+ D(A8, А5)+ D(A9, А5) = 
= 1 + 5 + 0 +3 + 7 = 16,

С(А6) = D(A2, А6)+ D(A4, А6)+ D(A5, А6)+ D(A8, А6)+ D(A9, А6) = 
= 3 + 4 + 10 + 1 + 5 = 23,

С(А7) = D(A2, А7)+ D(A4, А7)+ D(A5, А7)+ D(A8, А7)+ D(A9, А7) = 
= 2 + 3 +1 + 6 + 3 = 15,

С(А8) = D(A2, А8)+ D(A4, А8)+ D(A5, А8)+ D(A8, А8)+ D(A9, А8) = 
= 5 + 8 + 3 + 0 +9 = 25,

С(А9) = D(A2, А9)+ D(A4, А9)+ D(A5, А9)+ D(A8, А9)+ D(A9, А9) = 
= 1 + 8 + 7 + 9 + 0 = 25.

Из всех вычисленных сумм наименьшая равна 13, и достигается она при А=А2, следовательно, медиана Кемени - это множество {А2}, состоящее из одного элемента А2. 

В данном случае медиана Кемени – одно из исходных экспертных мнений. В общем случае медиана Кемени может не совпадать ни с одним из мнений экспертов. Последнее обстоятельство является поводом для критики рассматриваемого способа усреднения. Действительно, если представить себе, что ответы экспертов равномерно распределены по поверхности бублика (в математической терминологии – тора), то медиана Кемени – центр бублика, лежит в пустоте, следовательно, далека от мнений кого-либо из экспертов. 


Выход из этого парадокса может быть найден путем изменения области минимизации {A} в определении медианы Кемени. Действительно, если положить {A} = {А1, А2 ,  А3,…, Ар}, то, очевидно, решением задачи минимизации будет одно из экспертных мнений. Такое среднее назовем «модифицированной медианой Кемени». 

Преимуществом модифицированной медианы Кемени является значительно меньшая вычислительная трудоемкость. Если для расчета медианы Кемени необходимо применять специальные алгоритмы дискретной оптимизации (см., например, [8]), то модифицированную медиану Кемени можно найти без привлечения компьютера, как это и продемонстрировано выше. 
6.2. Экспертные мнения и расстояния между ними


Как показано выше, мнения экспертов могут иметь разнообразную математическую природу, являться элементами разнообразных пространств – конечномерных, функциональных, бинарных отношений, множеств, нечетких множеств и т.д. Следовательно, центральной частью математического аппарата теории экспертных оценок является статистика в пространствах произвольной природы [3]. Эта область прикладной статистики сама по себе не используется при анализе конкретных данных, поскольку конкретные данные всегда имеют вполне определенную природу. Однако общие подходы, методы, результаты статистики в пространствах произвольной природы представляют собой научный инструментарий, готовый для применения в каждой конкретной области. 


Статистика в пространствах произвольной природы. Много ли общего у статистических методов анализа данных различной природы? На этот естественный вопрос можно сразу же однозначно ответить – да, очень много.


Прежде всего отметим, что понятия случайного события, вероятности, независимости событий и случайных величин являются общими для любых конечных вероятностных пространств и любых конечных областей значений случайных величин (см., например, [3, гл.2]). Поскольку все реальные явления и процессы можно описывать с помощью математических объектов, являющихся элементами конечных множеств, сказанное выше означает, что конечных вероятностных пространств и дискретных случайных величин (точнее, величин, принимающих значения в конечном множестве) вполне достаточно для всех практических применений. Переход к непрерывным моделям реальных явлений и процессов оправдан только тогда, когда этот переход облегчает проведение рассуждений и выкладок. Например, находить определенные интегралы зачастую проще, чем вычислять значения сумм. Не могу не отметить, что приведенные соображения о взаимном соотнесении дискретных и непрерывных математических моделей автор услышал более 30 лет назад от академика А.Н. Колмогорова (ясно, что за конкретную формулировку несет ответственность автор настоящего учебника).


Основные проблемы прикладной статистики – описание данных, оценивание, проверка гипотез – также в своей существенной части могут быть рассмотрены в рамках статистики в пространствах произвольной природы. Например, для описания данных могут быть использованы эмпирические и теоретические средние, плотности вероятностей и их непараметрические оценки, регрессионные зависимости. Правда, для этого пространства произвольной природы должны быть снабжены соответствующим математическим инструментарием – расстояниями (показателями близости, мерами различия) между элементами рассматриваемых пространств. 


Популярный в настоящее время метод оценивания параметров распределений – метод максимального правдоподобия – не накладывает каких-либо ограничений на конкретный вид элементов выборки. Они могут лежать в пространстве произвольной природы. Математические условия касаются только свойств плотностей вероятности и их производных по параметрам. Аналогично положение с методом одношаговых оценок, идущим на смену методу максимального правдоподобия [3, гл.6]. Асимптотику решений экстремальных статистических задач достаточно изучить для пространств произвольной природы, а затем применять в каждом конкретном случае [9], когда задачу прикладной статистики удается представить в оптимизационном виде. Общая теория проверки статистических гипотез также не требует конкретизации математической природы рассматриваемых элементов выборок. Это относится, например, к лемме Неймана-Пирсона или теории статистических решений. Более того, естественная область построения теории статистик интегрального типа – это не числовая прямая, а пространства произвольной природы [3, разд.7.3]. 


Совершенно ясно, что в конкретных областях прикладной статистики накоплено большое число результатов, относящимся именно к этим областям. Особенно это касается областей, исследования в которых ведутся сотни лет, в частности, статистики случайных величин (одномерной статистики). Однако принципиально важно указать на «ядро» прикладной статистики – статистику в пространствах произвольной природы. Если постоянно «держать в уме» это ядро, то становится ясно, что, например, многие методы непараметрической оценки плотности вероятности или кластер-анализа, использующие только расстояния между объектами и элементами выборки, относятся именно к статистике объектов произвольной природы, а не к статистике случайных величин или многомерному статистическому анализу. Следовательно, и применяться они могут во всех областях прикладной статистики, а не только в тех, в которых «родились».


Расстояния (метрики). В пространствах произвольной природы нет операции сложения, поэтому статистические процедуры не могут быть основаны на использовании сумм. Поэтому используется другой математический инструментарий, использующий понятия типа расстояния. 


Как известно, расстоянием в пространстве Х называется числовая функция двух переменных d(x,y), x 
[image: image6.wmf]Î

 X, y 
[image: image7.wmf]Î

 X, определенная на этом пространстве, т.е. в стандартных обозначениях d: X2 → R1, где R1 – прямая, т.е. множество всех действительных чисел. Эта функция должна удовлетворять трем условиям (иногда их называют аксиомами):


1) неотрицательности: d(x,y) > 0, причем d(x,x) = 0, для любых значений x [image: image8.wmf]Î

 X, y [image: image9.wmf]Î

 X;


2) симметричности: d(x,y) = d(y,x) для любых x [image: image10.wmf]Î

 X, y [image: image11.wmf]Î

 X;


3) неравенства треугольника: d(x,y) + d(y,z) > d(x,z) для любых значений x [image: image12.wmf]Î

 X, y [image: image13.wmf]Î

 X, z [image: image14.wmf]Î

 X.


Для термина «расстояние» часто используется синоним – «метрика». 


Пример 6.1. Если d(x,x) = 0 и d(x,y) = 1 при x≠y для любых значений x [image: image15.wmf]Î

 X, y [image: image16.wmf]Î

 X, то, как легко проверить, функция d(x,y) – расстояние (метрика). Такое расстояние естественно использовать в пространстве Х значений номинального признака: если два значения (например, названные двумя экспертами) совпадают, то расстояние равно 0, а если различны – то 1.


Пример 6.2. Расстояние, используемое в геометрии, очевидно, удовлетворяет трем приведенным выше аксиомам. Если Х – это плоскость, а х(1) и х(2) – координаты точки x [image: image17.wmf]Î

 X в некоторой прямоугольной системе координат, то эту точку естественно отождествить с двумерным вектором (х(1), х(2)). Тогда расстояние между точками х = (х(1), х(2)) и у = (у(1), у(2)) согласно известной формуле аналитической геометрии равно

[image: image18.wmf].
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Пример 6.3. Евклидовым расстоянием в пространстве Rk векторов вида x = (x(1), x(2), …, x(k)) и y = (y(1), y(2), …, y(k)) размерности k называется

[image: image19.wmf].
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В примере 2 рассмотрен частный случай примера 3 с k = 2.


Пример 6.4. В пространстве Rk векторов размерности k используют также так называемое «блочное расстояние», имеющее вид

[image: image20.wmf].
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Блочное расстояние соответствует передвижению по городу, разбитому на кварталы горизонтальными и вертикальными улицами. В результате можно передвигаться только параллельно одной из осей координат.


Пример 6.5. В пространстве функций, элементами которого являются функции х = x(t), у = y(t), 0 < t < 1, часто используют расстояние Колмогорова 

[image: image21.wmf].
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Пример 6.6. Пространство функций, элементами которого являются функции х = x(t), у = y(t), 0 < t < 1, превращают в метрическое пространство (т.е. в пространство с метрикой), вводя расстояние

[image: image22.wmf].
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Это пространство обычно обозначают [image: image23.wmf]p

L

, где параметр p>1 (при p<1 не выполняются аксиомы метрического пространства, в частности, аксиома треугольника). 


Пример 6.7. Рассмотрим пространство квадратных матриц порядка k. Как ввести расстояние между матрицами А = ||a(i,j)|| и B = ||b(i,j)||? Можно сложить расстояния между соответствующими элементами матриц:
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Пример 6.8. Предыдущий пример наводит на мысль о следующем полезном свойстве расстояний. Если на некотором пространстве определены два или больше расстояний, то их сумма – также расстояние. 


Пример 6.9. Пусть А и В – множества. Расстояние между множествами можно определить формулой

[image: image25.wmf]).
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Здесь μ – мера на рассматриваемом пространстве множеств, Δ – символ симметрической разности множеств,

[image: image26.wmf]).
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Если мера – так называемая считающая, т.е. приписывающая единичный вес каждому элементу множества, то введенное расстояние есть число несовпадающих элементов в множествах А и В. 

Замечание. Строго говоря, функция 
[image: image27.wmf])
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 не задает метрику, поскольку из d(A, B) = 0 не всегда следует, что A = B, так как мера некоторых непустых множеств может равняться 0. Для функций d(A, B), имеющих все свойства расстояний (метрик), кроме одного: из d(A, B) = 0 не всегда следует, что A = B, используют термин «псевдометрика».

Пример 6.10. Между множествами можно ввести и другое расстояние (псевдометрику): 

[image: image28.wmf].

)

(

)

(

)

,

(

1

B

A

B

A

B

A

d

U

m

m

D

=



В ряде задач анализа экспертных данных используются функции двух переменных, для которых выполнены не все три аксиомы расстояния, а только некоторые. Их обычно называют показателями различия, поскольку чем больше различаются объекты, тем больше значение функции. Иногда в том же смысле используют термин «мера близости». Он менее удачен, поскольку большее значение функции соответствует меньшей близости. 


Чаще всего отказываются от аксиомы, требующей выполнения неравенства треугольника, поскольку это требование не всегда находит обоснование в конкретной прикладной ситуации.


Пример 6.11. В конечномерном векторном пространстве показателем различия является  

[image: image29.wmf]å
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(сравните с примером 6.3). 


Показателями различия, но не расстояниями являются такие популярные в прикладной статистике показатели, как дисперсия или средний квадрат ошибки при оценивании.


Иногда отказываются также и от аксиомы симметричности. 


Пример 6.12. Показателем различия чисел х и у является 

[image: image30.wmf].
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Такой показатель различия используют в ряде процедур экспертного оценивания [10]. 


Что же касается первой аксиомы расстояния, то в различных постановках задач анализа экспертных данных ее обычно принимают. Вполне естественно, что наименьший показатель различия должен достигаться, причем именно на совпадающих объектах. Имеет ли смысл это наименьшее значение делать отличным от 0? Вряд ли, поскольку всегда можно добавить одну и ту же константу ко всем значениям показателя различия и тем самым добиться выполнения первой аксиомы.

6.3. Аксиоматическое введение расстояний


При анализе экспертных данных используют большое количество метрик и показателей различия. Как обоснованно выбрать то или иное расстояние для использования в конкретной задаче? В 1959 г. американский математик Джон Кемени предложил использовать аксиоматический подход, согласно которому следует сформулировать естественные для конкретной задачи аксиомы и вывести из них вид метрики. Этот подход получил большую популярность в нашей стране после выхода в 1972 г. перевода на русский язык книги Дж. Кемени и Дж. Снелла [4], в которой дана система аксиом для расстояния Кемени между упорядочениями. Последовала большая серия работ, в которых из тех или иных систем аксиом выводился вил метрики или показателя различия для различных видов данных, прежде всего для объектов нечисловой природы. Многие полученные результаты описаны в обзоре [11], содержащем 161 ссылку на предыдущие публикации, в том числе 69 на русском языке. Рассмотрим некоторые задачи аксиоматического введения расстояний.


Аксиоматическое введение расстояния между толерантностями. Толерантность -  это бинарное отношение, являющееся рефлексивным и симметричным. Его обычно используют для описания отношения сходства между реальными объектами, отношений знакомства или дружбы между людьми. От отношения эквивалентности отличается тем, что свойство транзитивности не предполагается обязательно выполненным. Действительно, Иванов может быть знаком с Петровым, Петров – с Сидоровым, но при этом ничего необычного нет в том, что Иванов и Сидоров не знакомы между собой.


Пусть множество Х, на котором определено отношение толерантности, состоит из конечного числа элементов: X = {x1, x2,…, xk}. Тогда толерантность описывается квадратной матрицей A = ||a(i,j)||, i,j = 1, 2,…, k, такой, что a(i,j) = 1, если xi и xj связаны отношением толерантности, и a(i,j) = 0 в противном случае. Матрица A симметрична: a(i,j) = a(j,i), на главной диагонали стоят единицы: a(i,i) = 1. Любая матрица, удовлетворяющая приведенным в предыдущей фразе условиям, является матрицей, соответствующей некоторому отношению толерантности. Матрице А можно сопоставить неориентированный граф с вершинами в точках Х: вершины xi и xj соединены ребром тогда и только тогда, когда a(i,j) = 1. Толерантности часто используются при проведении экспертных исследований.


Будем говорить, что толерантность А3 лежит между толерантностями А1 и А2, если при всех i, j число a3(i,j) лежит между числами a1(i,j) и a2(i,j), т.е. выполнены либо неравенства a1(i,j) <a3(i,j) < a2(i,j), либо неравенства a1(i,j) > a3(i,j) > a2(i,j).


Теорема 6.1 [2]. Пусть


(I) d(A1, A2) – метрика в пространстве толерантностей, определенных на конечном множестве X = {x1, x2,…, xk};


(II) d(A1, A3) + d(A3, A2) = d(A1, A2) тогда и только тогда, когда A3  лежит между A1 и A2;


(III) если отношения толерантности A1 и A2 отличаются только на одной паре элементов, т.е. a1(i,j) = a2(i,j) при (i,j) ≠ (i0,j0), i<j, i0 < j0, и a1(i0, j0) ≠ a2(i0, j0), то d(A1, A2) = 1.


Тогда 

[image: image31.wmf].
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Таким образом, расстояние d(A1, A2) только постоянным множителем 1/2 отличается от расстояния Кемени, введенного в разд.6.1 в пространстве всех бинарных отношений как расстояние Хемминга между описывающими отношения матрицами из 0 и 1. Теорема 1 дает аксиоматическое введение расстояния в пространстве толерантностей. Оказалось, что оно является сужением расстояния Кемени на это пространство. Сам Дж. Кемени дал аналогичную систему аксиом для сужения на пространство упорядочений. Доказательство теоремы 6.1 вытекает из рассмотрений, связанных с аксиоматическим введением расстояний между множествами, и приводится ниже.


Мера симметрической разности как расстояние между множествами. Как известно, бинарное отношение можно рассматривать как подмножество декартова квадрата Х2 того множества Х, на котором оно определено. Поэтому теорему 6.1 можно рассматривать как аксиоматическое введение расстояния между множествами специального вида. Укажем систему аксиом для расстояния между множествами общего вида, описанного в примере 9 предыдущего раздела.


Определение 6.2. Множество В находится между множествами А и С, если [image: image32.wmf]).

(

)

(

C

A

B

C

A

U

I

Í

Í



С помощью определения 6.2 в совокупности множеств вводятся геометрические соотношения, использование которых полезно для восприятия рассматриваемых ситуаций. 


Расстояние между двумя точками в евклидовом пространстве не изменится, если обе точки сдвинуть на один и тот же вектор. Аналогичное свойство расстояния между множествами сформулируем в виде аксиомы 6.1. Оно соответствует аксиоме 3 Кемени и Снелла [4, с.22] для расстояний между упорядочениями.


Аксиома 6.1. Если [image: image33.wmf],

Æ

=

=

C

B

C

A

I

I

 то [image: image34.wmf]).

,

(

)

,

(

C

B

C

A

d

B

A

d

U

U

=



Определение 6.3. Непустая система множеств называется кольцом, если для любых двух входящих в нее множеств в эту систему входят их объединение, пересечение и разность. Множество Х называется единицей системы множеств, если оно входит в эту систему, а все остальные множества системы являются подмножествами Х. Кольцо множеств, содержащее единицу, называется алгеброй множеств [12, с.38]. 


Теорема 6.2. Пусть W - алгебра множеств, d: W2 → R1. Тогда аксиома 1 эквивалентна следующему условию: d(A,B) = d(A\B, B\A) для любых A, B [image: image35.wmf]Î

 W.


Доказательство. Поскольку 

[image: image36.wmf],
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то равенство d(A,B) = d(A\B, B\A) следует из аксиомы 1. Обратное утверждение вытекает из того, что в условиях аксиомы 1 

[image: image37.wmf].
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Теорема 6.2 доказана. 


С целью внести в алгебру множеств W отношение «находиться между», аналогичное используемому при аксиоматическом  введении расстояний в пространствах бинарных отношений (см. условие (II) в теореме 1), примем следующую аксиому.


Аксиома 6.2. Если В лежит между А и С, то d(A,B)+d(B,C)= d(A,C).


Определение 6.4. Неотрицательная функция μ, определенная на алгебре множеств W, называется мерой, если для любых двух непересекающихся множеств А и В из W справедливо соотношение

[image: image38.wmf]).
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[image: image39.wmf]
Понятие меры – это обобщение понятий длины линии, площади фигуры, объема тела.


Теорема 6.3. Пусть W – алгебра множеств, аксиомы 1 и 2 выполнены для функции d: W2 → [0; +∞]. Функция d симметрична: d(A,B) = d(B,A) для любых А и В из W. Тогда существует, и притом единственная, мера μ на W такая, что  

[image: image40.wmf])
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      (6.1)

при всех А и В из W, где АΔВ – симметрическая разность множеств А и В, т.е. [image: image41.wmf]).

\

(

)

\

(

A

B

B

A

B

A

U

=

D



Доказательство. Положим 

[image: image42.wmf].
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Покажем, что определенная формулой (6.2) функция множества μ является мерой. Неотрицательность μ следует из неотрицательности d. Остается доказать аддитивность, т.е. что из [image: image43.wmf]Æ
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[image: image44.wmf].
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Поскольку А всегда лежит между [image: image45.wmf]Æ

 и [image: image46.wmf]B

A

U

, то по аксиоме 6.2

[image: image47.wmf]).
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   (6.4)

Если А∩В=[image: image48.wmf]Æ

, то по аксиоме 1 [image: image49.wmf])
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, откуда с учетом (6.4) и следует (6.3). 


Докажем соотношение (6.1). Поскольку А\B и B\A имеют пустое пересечение, то согласно определению 6.2 пустое множество [image: image50.wmf]Æ

 лежит между А\B и B\A. Поэтому по аксиоме 6.2 

[image: image51.wmf]).
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Из симметричности  и соотношения (6.2) следует, что 

[image: image52.wmf]),
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откуда d(A\B, B\A)= μ(A\B) + μ(B\A). Из соотношения (6.3) следует, что μ(A\B) + μ(B\A) = μ(AΔB). С другой стороны, по аксиоме 6.2

[image: image53.wmf]).
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Из трех последних равенств вытекает справедливость равенства (6.1). 


Остается доказать единственность меры μ в соотношении (6.1). Поскольку АΔВ = В при А = [image: image54.wmf]Æ

, то из (6.1) следует (6.2), т.е. однозначность определения меры μ = μ(d) по расстоянию d. Теорема 6.3 доказана.


Теорема 6.4 (обратная). Пусть μ – мера, определенная на алгебре множеств W. Тогда функция d(A,B) = μ(AΔB) является псевдометрикой, для нее выполнены аксиомы 6.1 и 6.2. 


Доказательство. То, что функция d(A,B) из (6.1) задает псевдометрику, хорошо известно (см., например, [13, с.79]). Доказательство аксиомы 6.2 содержится в [14, c.181-183]. Аксиома 6.1 следует из того, что условия [image: image55.wmf]Æ
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 обеспечивают справедливость соотношений


[image: image56.wmf].
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Замечание. Полагая в аксиоме 6.2 А = В = С, получаем, что d(A,А) + d(A,А) = d(A,А), т.е. d(A,А) = 0. Согласно теоремам 6.3 и 6.4, из условий теоремы 6.3 следует неравенство треугольника. Таким образом, в теореме 6.3 действительно приведена система аксиом, определяющая семейство псевдометрик в пространстве множеств.


Обсудим независимость (друг от друга) условий теоремы 6.3. Отбрасывание неотрицательности функции d приводит к тому, что слово «мера» в теоремах 6.3 и 6.4 необходимо заменить на «заряд» [12, с.328]. Этот термин обозначает аддитивную функцию множеств, не обладающую свойством неотрицательности. Заряд можно представить как разность двух мер.


Функция [image: image57.wmf])
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 является псевдометрикой, для нее выполнена аксиома 6.1, но не выполнена аксиома 6.2, следовательно, ее нельзя представить в виде (6.1).


Приведем пример системы множеств W и метрики в ней, для которых верна аксиома 6.2, но не верна аксиома 6.1, а потому эту метрику нельзя представить в виде (6.1). Пусть W состоит из множеств [image: image58.wmf],
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 причем А∩В = [image: image59.wmf]Æ

, а расстояния таковы:

[image: image60.wmf].
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Если единица Х алгебры множеств W конечна, т.е. X = {x1, x2,…, xk}, то расстояние (6.1) принимает вид

[image: image61.wmf]å
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   (6.5)

где χС – индикатор (индикаторная функция) множества С, т.е. χС(х) = 1, если х [image: image62.wmf]Î

 С, и χС(х) = 0 в противном случае. Как следует из теоремы 3, неотрицательный коэффициент μi – это мера одноэлементного множества {xi}, а также расстояние этого множества от пустого множества, т.е. 

[image: image63.wmf]}).
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Если все коэффициенты μi  положительны, то формула (6.5) определяет метрику, если хотя бы один равен 0, то – псевдометрику, поскольку в таком случае найдутся два различающиеся между собой множества А и В такие, что d(A,B) = 0.


Расстояние определяется однозначно, если априори известны коэффициенты μi. В частности, равноправность объектов (элементов единицы алгебры множеств Х) приводит к μi ≡ 1. Требование равноправности содержится в аксиомах 2 и 4 Кемени [4, с.21-22].


Применим полученные результаты к толерантностям и докажем теорему 6.1. Совокупность всех толерантностей, определенных на конечном множестве У, естественным образом ассоциируется с совокупностью всех подмножеств множества Х = {(yi, yj), 1 < i < j < k}. Именно, пара (yi, yj) входит в подмножество тогда и только тогда, когда yi и yj связаны отношением толерантности. Указанная совокупность подмножеств является алгеброй множеств с единицей Х. Определение 6.2 понятия «находиться между» для множеств полностью соответствует ранее данному определению понятия «находиться между» для толерантностей. 


Теорема 6.5. Пусть выполнены условия (I) и (II) теоремы 6.1 и аксиома 6.1. Тогда существуют числа μij > 0 такие, что 

[image: image64.wmf].
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Для доказательства достаточно сослаться на теорему 6.3. Поскольку в условии (I) требуется, чтобы функция d(A,B) являлась метрикой, то необходимо μij > 0.


Теорема 6.6. Пусть выполнены условия теоремы 6.1 и, кроме того, аксиома 6.1. Тогда верно заключение теоремы 6.1. 


Доказательство. Рассмотрим толерантность А, для которой a(i,j) = 1 при (i,j) = (i0,j0) и a(i,j) = 0 в противном случае. Согласно условию (III) теоремы 6.1 [image: image65.wmf]1

)

,

(

=

Æ

A

d

, а согласно (6.6) имеем [image: image66.wmf]0

0

)

,

(

j

i

A

d

m

=

Æ

. Следовательно, коэффициент [image: image67.wmf]0
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 = 1, что и требовалось доказать.


Для окончательного доказательства теоремы 6.1 осталось избавиться от требования справедливости аксиомы 6.1.


Доказательство теоремы 6.1. Рассмотрим две толерантности А и В такие, что при представлении их в виде множеств [image: image68.wmf]B

A

Í

. Это означает, что a(i, j) < b(i, j) при всех i, j. Поскольку Х – конечное множество, то существует конечная последовательность толерантностей A1, A2, …, Am, …, At такая, что А1 = А, At = B, A1 [image: image69.wmf]Í

 A2 [image: image70.wmf]Í

 … [image: image71.wmf]Í

 Am [image: image72.wmf]Í

 … [image: image73.wmf]Í

 At, причем Am+1 получается из Am заменой ровно одного значения am(im, jm) = 0 на am+1(im, jm) = 1, для (i, j) ≠ (im, jm) при этом am (i, j) = am+1(i, j). Тогда Am находится между Am-1 и Am+1, следовательно, по условию (II)

[image: image74.wmf]).
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По условию (III) [image: image75.wmf])
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 = 1 при всех m, а потому заключение теоремы 6.1 верно для любых А и В таких, что [image: image76.wmf]B
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. 


Поскольку А∩В лежит между А и В, то по условию (II) 

d(A, B) = d(А∩В, A) + d(А∩В, B). 

При этом А∩В [image: image77.wmf]Í

 А и  А∩В [image: image78.wmf]Í

 В. Применяя результат предыдущего абзаца, получаем, заключение теоремы 6.1 верно всегда.


Замечание 6.1. Таким образом, условие (III) не только дает нормировку, но и заменяет аксиому 6.1.


Замечание 6.2. Условие (I) теоремы 6.1 не использовалось в доказательстве, но было приведено в первоначальной публикации [15], чтобы подчеркнуть цель рассуждения. По той же причине оно сохранено в формулировке теоремы 6.1, хотя в доказательстве удалось без него обойтись. Понадобилась только симметричность функции d.


Аксиоматическое введение метрики в пространстве неотрицательных суммируемых функций. Рассмотрим пространство L(E, μ) неотрицательных суммируемых функций на множестве E с мерой μ. Далее до конца настоящего раздела будем рассматривать только функции из пространства L(E, μ). Интегрирование всюду проводится по множеству (пространству) Е и по мере μ. Будем писать g = h или  g < h, если указанные соотношения справедливы почти всюду по μ на Е (т.е. могут нарушаться лишь на множестве нулевой меры).


Аксиоматически введем расстояние в пространстве L(E, μ) (изложение следует работе [16]). Обозначим M (g, h) = max (g , h) и m(g, h) = min (g, h). Пусть функция D: L(E, μ) [image: image79.wmf]´

 L(E, μ) → R1 – тот основной объект изучения, аксиомы для которого будут сейчас сформулированы. 


Аксиома 6.3. Если gh = 0, g + h ≠ 0, то D(g, h) = 1.


Аксиома 6.4. Если h < g, то D(g, h) = C ∫ (g – h) dμ, где множитель С не зависит от h, т.е. C = C(g).


Лемма. Из аксиом 6.3, 6.4 следует, что для h < g ≠ 0

[image: image80.wmf].
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Для доказательства заметим, что по аксиоме 6.3 D(g, 0) =1, а по аксиоме 6.4 D(g, 0) = С∫gdμ, откуда С = (∫gdμ)-1. Подставляя это соотношение в аксиому 6.4, получаем заключение леммы. 


Требование согласованности расстояния в пространстве L(E,μ) с отношением «находиться между» приводит, как и ранее для расстояния d(A, B), к следующей аксиоме.


Аксиома 6.5. Для любых g и h справедливо равенство D(g, h) = D(M(g, h), g) + D(M(g, h), h).


Замечание. В ряде реальных ситуаций естественно считать, что наибольшее расстояние между элементами пространства множеств (которое без ограничения общности можно положить равным 1), т.е. наибольшее несходство, соответствует множествам, не имеющим общих элементов. Расстояние, введенное в теореме 6.3 (формула (6.1)), этому условию не удовлетворяет. Поэтому в пространстве множеств была аксиоматически введена [11] так называемая D-метрика (от dissimilarity (англ.) – несходство), для которого это условие выполнено. Она имеет вид:
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Приведенные выше аксиомы являются обобщениями соответствующих аксиом для D-метрики в пространстве множеств.


Теорема 6.7. Из аксиом 6.3-6.5 следует, что 
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      (6.8)


Доказательство. Поскольку

(M(g, h) - g) + (M(g, h) – h) = |g – h|,

то заключение теоремы 6.7 при g + h ≠ 0 вытекает из леммы и аксиомы 6.5. Из аксиомы 6.4 при g = 0 следует, что D(0, 0) = 0. Легко видеть, что функция D, заданная формулой (6.8), удовлетворяет аксиомам 6.3-6.5 и, кроме того, D(g, h) < 1 при любых g и h.


Замечание. Если g и h – индикаторные функции множеств, то формула (6.8) переходит в формулу (6.7). Если g и h – функции принадлежности нечетких множеств, то формула (8) задает метрику в пространстве нечетких множеств, а именно, D-метрику в этом пространстве [11].


Теорема 6.8. Функция D(g,h), определенная формулой (6.8), является метрикой в L(E, μ) (при отождествлении функций, отличающихся лишь на множестве нулевой меры), причем D(g, f) + D(f, h) = D(g, h) тогда и только тогда, когда f = g, f = h или f = M(g, h).


Доказательство. Обратимся к определению метрики. Для рассматриваемой функции непосредственно очевидна справедливость условий неотрицательности и симметричности. Очевидна и эквивалентность условия D(g, h) = 0 равенству g = h. Остается доказать неравенство треугольника и установить, когда оно обращается в равенство. 


Без ограничения общности можно считать, что рассматриваемые расстояния задаются верхней строкой формулы (6.8) и, кроме того, 

R = ∫ M(g, f) dμ - ∫ M(f, h) dμ > 0

(частные случаи с использованием нижней строки формулы (6.8) рассматриваются элементарно, а справедливости последнего неравенства можно добиться заменой обозначений функций – элементов пространства L(E, μ)). Тогда 
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причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда R = 0 или f = h. Положим 

P = ∫ (|g – f| + |f – h| - |g – h|) dμ,   Q = ∫ (M(g, f) – M(g, h)) dμ.

Ясно, что P > 0 и

[image: image84.wmf].
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Если Q < 0, то, очевидно, неравенство треугольника выполнено, причем неравенство является строгим. Рассмотрим случай Q > 0.


Воспользуемся следующим элементарным фактом: если y > x, y > 0, P >Q > 0, то 

[image: image85.wmf].
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Из соотношений (6.10) и (6.11) вытекает, что для доказательства неравенства треугольника достаточно показать, что P – Q > 0.


Рассмотрим 

k = {|g – f| + |f – h| - |g – h|} – M(g, f) + M(g, h).

Применяя равенство (M(g, h) - g) + (M(g, h) – h) = |g – h| к слагаемым, заключенным в фигурные скобки, получаем, что 

k = M(f, h) + [M(g, f) + M(f, h) – M(g, h) – 2f].

Применяя соотношение 

M(g, h) = g + h – m(g, h)     (6.12)

к слагаемым, заключенным в квадратные скобки, получаем, что 

k = M(f, h) – m(f, h) – m(g, f) + m(g, h).

Так как M(f, h) – m(f, h) = |f – h|, то 

k = |f – h| - (m(g, f) – m(g, h)) > (f – h) - (m(g, f) – m(g, h)).     (6.13)

В соответствии с (6.12) правая часть (6.13) есть M(g, f) – M(g, h), а потому

P – Q = ∫ k dμ > Q > 0,

что завершает доказательство для случая Q > 0. При этом неравенство треугольника является строгим.


Осталось рассмотреть случай Q = 0. В силу соотношений (6.9) и (6.10) неравенство треугольника выполнено. Когда оно обращается в равенство? Тривиальные случаи: f = g или f = h. Если же f отлично от g и h, то необходимо, чтобы R = 0 и P = 0. Как легко проверить, последнее условие эквивалентно неравенствам

m(g, h) < f < M(g, h).       (6.14)

Из правого неравенства в (6.14) следует, что M(g, f) < M(g, M(g, h)) = M(g, h). Так как Q = 0, то M(g, f) = M(g, h). Аналогичным образом из соотношений 

M(h, f) < M(h, M(g, h)) = M(g, h) = M(g, f)

и R = 0 следует, что M(f, h) = M(g, h). 


Рассмотрим измеримое множество X = {x [image: image86.wmf]Î

 E: h(x) < g(x)}. Тогда M(g, h) (x) = M(f, h) (x) = g(x) > h(x), т.е. h(x) < f(x) = M(g, h) (x) для почти всех x [image: image87.wmf]Î

 X. Для почти всех y [image: image88.wmf]Î

 {x є E: h(x) > g(x)} точно так же получаем f(y) = M(g, h) (y). Для почти всех z [image: image89.wmf]Î

 {x є E: h(x) = g(x)} в силу (6.14) f(z) = M(g, h) (z), что и завершает доказательство теоремы.


Замечание. Назовем функции g и h подобными, если существует число b > 0 такое, что g = bh. Тогда при 0 < b < 1 имеем D(g, h) = 1 – b, т.е. расстояние между подобными функциями линейно зависит от коэффициента подобия. Далее, пусть a > 0, тогда D(ag, ah) = D(g, h). Таким образом, метрика (6.8) инвариантна по отношению к преобразованиям подобия, которые образуют группу допустимых преобразований в шкале отношений. Это дает основания именовать метрику (6.8) метрикой подобия [16].

6.4. Свойства медианы Кемени


Иногда пытаются противопоставить дискретные методы анализа экспертных оценок и вероятностно-статистические методы анализа экспертных оценок. Исходят из того, что во втором случае используются те или иные вероятностно-статистические модели, а в первом – только детерминированные. Мы полагаем, что речь идет о двух разных этапах изучения ситуации. Начать естественно с детерминированного анализа конкретных экспертных данных, разработать методы расчетов и получения выводов (заключений о данных). А затем изучить свойства этих методов расчета и получения выводов, используя вероятностно-статистические модели. Если мы хотим перенести выводы с конкретной выборки на генеральную совокупность, нам не обойтись без вероятностно-статистических моделей (подробнее см. [3, 7]).

Компьютерное изучение свойств медианы Кемени при конечных объемах выборок. С помощью специально разработанной программной системы В.Н. Жихаревым был проведен ряд серий численных экспериментов по изучению свойств выборочных медиан Кемени. Представление о полученных результатах дает табл. 6.2, взятая из статьи [17]. 

В каждой из 6 серий методом статистических испытаний определенное число раз моделировался случайный и независимый выбор экспертных ранжировок, а затем находились все медианы Кемени для смоделированного набора мнений экспертов. При этом в сериях 1-5 распределение ответа эксперта предполагалось равномерным на множестве всех ранжировок. 

В серии 6 это распределение являлось монотонным относительно расстояния Кемени с некоторым центром, т.е. вероятность выбора определенной ранжировки убывала с увеличением расстояния Кемени этой ранжировки от центра. 

Определение 6.5. Распределение бинарного отношения X называется монотонным с центром в C0 относительно расстояния (показателя различия) d, если из d(C,C0) < d(D,C0) следует, что P(X=C) > P(X=D). 


Это определение впервые введено в монографии [2, c.196]. Оно может использоваться в любых пространствах бинарных отношений и, более того, в любых пространствах из конечного числа элементов, лишь бы в них была введена функция d(C,D) - показатель различия элементов С и D этого пространства. Монотонное распределение унимодально, мода находится в С0. 

Таким образом, серии 1-5 соответствуют ситуации, когда у экспертов нет почвы для согласия, нет группировки их мнений относительно некоторого единого среднего группового мнения, в то время как в серии 6 есть единое мнение - описанный выше центр, к которому тяготеют ответы экспертов. 


Обсуждение результатов. Результаты, приведенные в табл. 6.2, можно комментировать разными способами. Неожиданным явилось большое число элементов в выборочной медиане Кемени - как среднее, так и особенно максимальное. Одновременно обращает на себя внимание убывание этих чисел при росте числа экспертов и особенно при переходе к ситуации реального существования группового мнения (серия 6). Достаточно часто один из ответов экспертов входит в медиану Кемени (т.е. пересечение множества ответов экспертов и медианы Кемени непусто), а диаметр медианы как множества в пространстве ранжировок заметно меньше диаметра множества ответов экспертов. По этим показателям - наилучшее положение в серии 6. Грубо говоря, всяческие "патологии" в поведении медианы Кемени наиболее резко проявляются в ситуации, когда ее применение не имеет содержательного обоснования, т.е. когда у экспертов нет основы для согласия, их ответы равномерно распределены на множестве ранжировок.
Таблица 6.2.

 Вычислительный эксперимент 
по изучению свойств медианы Кемени

	Номер серии
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Число испытаний
	100
	1000
	50
	50
	1000
	1000

	Количество объектов
	5
	5
	7
	7
	5
	5

	Количество экспертов
	10
	30
	10
	30
	10
	10

	Частота непустого пересечения
	0,85
	0,58
	0,52
	0,2
	0,786
	0,911

	Среднее отношение диаметров
	0.283
	0,124
	0,191
	0,0892
	0,202
	0.0437

	Средняя мощность медианы
	5,04
	2,41
	6,4
	2,88
	3,51
	1,35

	Максимальная. мощность медианы
	30
	14
	19
	11
	40
	12



Увеличение числа испытаний в 10 раз при переходе от серии 1 к серии 5 не очень сильно повлияло на приведенные в таблице характеристики, поэтому представляется, что суть дела выявляется при числе испытаний (в методе Монте-Карло), равном 100 или даже 50. Увеличение числа объектов или экспертов увеличивает число элементов в рассматриваемом пространстве ранжировок, а потому уменьшается частота попадания какого-либо из мнений экспертов внутрь медианы Кемени. А также отношение диаметра медианы к диаметру множества экспертов и число элементов медианы Кемени (среднее и максимальное). Можно сказать, что увеличение числа объектов или экспертов уменьшает степень дискретности задачи, приближает ее к непрерывному случаю, а потому уменьшает выраженность различных "патологий".


Есть много интересных результатов, которые здесь не рассматриваем. Они связаны, в частности, со сравнением медианы Кемени с другими методами усреднения мнений экспертов, например, с нахождением итогового упорядочения по методу средних рангов. А также с использованием малых окрестностей ответов экспертов для поиска входящих в медиану ранжировок, с теоретической и численной оценкой скорости сходимости в законах больших чисел. 

6.5. Коэффициенты корреляции и конкордации


Термин "корреляция" означает "связь". Применительно к анализу данных этот термин обычно используется в сочетании "коэффициенты корреляции". Рассмотрим линейный и непараметрические парные коэффициенты корреляции.


Обсудим способы измерения связи между двумя случайными переменными. Пусть исходными данными является набор случайных векторов [image: image90.wmf].
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 Выборочным коэффициентом корреляции, более подробно, выборочным линейным парным коэффициентом корреляции К. Пирсона, как известно, называется число
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Если rn = 1, то [image: image92.wmf],
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 причем a>0. Если же rn = - 1, то [image: image93.wmf],

b

ax

y

i

i

+

=

 причем a<0. Таким образом, близость коэффициента корреляции к 1 (по абсолютной величине) говорит о достаточно тесной линейной связи. 


Если случайные вектора [image: image94.wmf],
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 независимы и одинаково распределены, то выборочный коэффициент корреляции сходится к теоретическому при безграничном возрастании объема выборки:

[image: image95.wmf])
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(сходимость по вероятности в предположении, что существуют дисперсии координат случайного вектора).


Более того, выборочный коэффициент корреляции является асимптотически нормальным. Это означает, что

[image: image96.wmf]),
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где [image: image97.wmf])
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x

F

- функция стандартного нормального распределения с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1, а [image: image98.wmf])
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- асимптотическая дисперсия выборочного коэффициента корреляции. Она имеет довольно сложное выражение, приведенное в классической монографии Г. Крамера [18, с.393]:

[image: image99.wmf].
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Здесь под [image: image100.wmf]km

m

 понимаются теоретические центральные моменты порядка k и m, а именно,
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Коэффициенты корреляции типа rn используются во многих алгоритмах многомерного статистического анализа. 


В теоретических рассмотрениях часто считают, что случайные вектора [image: image102.wmf],
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 имеют двумерное нормальное распределение. Распределения реальных данных, как правило, отличны от нормальных [3, 7]. Почему же распространено представление о двумерном нормальном распределении? Дело в том, что теория в этом случае проще. В частности, равенство 0 теоретического коэффициента корреляции эквивалентно независимости случайных величин. Поэтому проверка независимости сводится к проверке статистической гипотезы о равенстве 0 теоретического коэффициента корреляции. Эта гипотеза принимается, если [image: image103.wmf])

,

(

|

|

a

n

C

r

n

<

, где[image: image104.wmf])
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- некоторое граничное значение, зависящее от объема выборки n и уровня значимости [image: image105.wmf]a

.


Если предположение о двумерной нормальности не выполнено, то из равенства 0 теоретического коэффициента корреляции не вытекает независимость случайных величин. Нетрудно построить пример случайного вектора, для которого коэффициент корреляции равен 0, но координаты зависимы. Кроме того, для проверки гипотез о коэффициенте корреляции в общем случае, строго говоря, нельзя пользоваться таблицами, рассчитанными в весьма частном предположении нормальности. Можно построить правила принятия решений на основе асимптотической нормальности выборочного коэффициента корреляции. Но есть и другой путь – перейти к непараметрическим коэффициентам корреляции, одинаково пригодным при любом непрерывном распределении случайного вектора.


Для расчета непараметрического коэффициента ранговой корреляции Спирмена необходимо сделать следующее. Для каждого xi рассчитать его ранг ri в вариационном ряду, построенном по выборке [image: image106.wmf].
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Для каждого yi рассчитать его ранг qi в вариационном ряду, построенном по выборке [image: image107.wmf].
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вычислить линейный коэффициент корреляции. Он называется коэффициентом ранговой корреляции, поскольку определяется через ранги. В качестве примера рассмотрим данные из табл. 6.3.

Таблица 6.3. 

Данные для расчета коэффициентов корреляции

	i
	1
	2
	3
	4
	5

	xi
	5
	10
	15
	20
	25

	yi
	6
	7
	30
	81
	300

	ri
	1
	2
	3
	4
	5

	qi
	1
	2
	3
	4
	5



Для данных табл.6.3 коэффициент линейной корреляции равен 0,83, непосредственной линейной связи нет. А вот коэффициент ранговой корреляции равен 1, поскольку увеличение одной переменной однозначно соответствует увеличению другой переменной. Во многих экономических задачах, например, при выборе инвестиционных проектов, достаточно именно монотонной зависимости одной переменной от другой.


Поскольку суммы рангов и их квадратов нетрудно подсчитать, то коэффициент ранговой корреляции Спирмена равен

[image: image109.wmf].
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Отметим, что коэффициент ранговой корреляции Спирмена остается постоянным при любом строго возрастающем преобразовании шкалы измерения результатов наблюдений. Другими словами, он является адекватным в порядковой шкале (см. главу 3), как и другие ранговые статистики, например, статистики Вилкоксона, Смирнова, типа омега-квадрат для проверки однородности независимых выборок [3, 7]. 


Широко используется также коэффициент ранговой корреляции [image: image110.wmf]t

Кендалла, коэффициент ранговой конкордации Кендалла и Б. Смита и др. Наиболее подробное обсуждение этой тематики содержится в монографии [19], необходимые для практических расчетов таблицы имеются в справочнике [20]. Дискуссия о выборе вида коэффициентов корреляции продолжаются до настоящего времени [21].


Замечание. Известный английский статистик M.G. Kendall известен в нашей стране как Кендалл (в книгах, выпущенных издательствами «Наука» и «Мир») и Кендэл (в книгах издательства «Финансы и статистика»). Мы придерживаемся первого написания.


Коэффициент ранговой корреляции [image: image111.wmf]t

 Кендалла определяется так [19]. Пусть N – количество тех упорядоченных пар индексов (i, j), i<j, для которых эксперты одинаково упорядочивают объекты, т.е. для которых либо одновременно ri < rj, qi < qj, либо одновременно ri > rj, qi > qj. Тогда
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Если экспертные упорядочения совпадают, то коэффициент ранговой корреляции Кендалла принимает максимальное значение [image: image113.wmf]t

 = 1. Именно так обстоит дело для данных, приведенных в табл.6.3. Если эксперты дают прямо противоположные упорядочения, их мнения противоречат друг другу для любой пары объектов, то коэффициент ранговой корреляции Кендалла минимален, [image: image114.wmf]1

-

=

t

.


Если экспертов m > 2, то данные ими m упорядочений можно записать в виде матрицы, i-я строка которой содержит ранжировку, полученную от i-го эксперта, а столбцы соответствуют n объектам экспертизы, рассматриваемым в данном исследовании:
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(6.15)


В фундаментальном справочнике [20] используется более общая терминология. Вместо ранжировки, полученной от i-го эксперта, рассматривается ранжировка по i-му признаку.


Более подробно, в [20] рассматривается «совокупность индивидуумов, обладающих таким признаком, который, может быть, и не поддается точной количественной оценке, однако позволяет сравнивать индивидуумы друг с другом. Таким образом, в результате подобного сравнения всю совокупность можно «ранжировать», приписав каждому индивидууму порядковый номер, соответствующий итогам сравнения с другими индивидуумами. Если индивидуумы могут обладать не одним, а двумя признаками, то для исследования их влияния друг на друга обычно рассматривают выборку из n независимых индивидуумов и каждому индивидууму приписывают два порядковых номера в соответствии с «ранжировками» по обоим признакам» [20, табл.6.10]. 


Эта подробная цитата приведена для того, чтобы показать, что одна и та же математическая сущность может быть описана с помощью весьма различающихся слов. Для «перевода» необходимо заменить «индивидуума» на «объект экспертизы», а «признак» - на «мнение эксперта». 


В качестве единой выборочной меры связи m признаков Кендалл и Бэбингтон Смит предложили коэффициент согласованности W, называемый также коэффициентом конкордации (от лат. concordare - привести в соответствие, упорядочить):
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Можно показать, что среднее арифметическое коэффициентов ранговой корреляции Спирмена [image: image118.wmf]r

 для m(m-1)/2 пар признаков равно (mW-1)/(m-1). В частности, если m = 2, то [image: image119.wmf]r

 = 2W-1.


Все три коэффициента |[image: image120.wmf]r

|, |[image: image121.wmf]t

| и W принимают значения из отрезка [0; 1] и используются для проверки нулевой гипотезы H0 о независимости признаков. Признаки называются независимыми, если для наугад выбранного столбца матрицы (6.15) ранги (порядковые номера) [image: image122.wmf]j
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 являются взаимно независимыми случайными величинами. В терминах теории экспертных оценок гипотеза H0 – это гипотеза о том, что случайные ранжировки независимы и равномерно распределены на множестве всех ранжировок (без связей). 


Если рассматриваемый коэффициент (|[image: image123.wmf]r

|, |[image: image124.wmf]t

| или W) не превосходит заданного граничного значения, то гипотеза H0 принимается, если превосходит – отклоняется в пользу альтернативной гипотезы общего вида, т.е. гипотезы о том, что совместное распределение ранжировок отличается от совместного распределения независимых одинаково распределенных ранжировок. При этом остается неизвестным, нарушается ли предположение независимости, или предположение равномерности распределения, или и то, и другое вместе. Например, нулевая гипотеза отклоняется, если все эксперты повторяют ответ первого из них, но сам этот ответ равномерно распределен. Или тогда, когда половина экспертов выбирает одну определенную ранжировку или похожие на нее, а вторая половина экспертов – другу определенную ранжировку (или похожую на нее). В этом случае нет равномерности распределения, и нулевая гипотеза отклоняется, хотя говорить о согласованности экспертов не приходится. Если же нулевая гипотеза принимается, то ни о какой согласованности мнений экспертов говорить нельзя.


Распределения коэффициентов (|[image: image125.wmf]r

|, |[image: image126.wmf]t

| или W) – дискретные, граничные значения зависят от числа объектов экспертизы n, числа экспертов m и уровня значимости [image: image127.wmf]a

. Распределения коэффициентов ранговой корреляции |[image: image128.wmf]r

| и |[image: image129.wmf]t

| и коэффициента согласованности (конкордации) W приведены в [19, 20]. 


Если гипотеза H0 верна, то

[image: image130.wmf])
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Распределения коэффициентов ранговой корреляции [image: image131.wmf]r

 и [image: image132.wmf]t

 и коэффициента согласованности (конкордации) W являются асимптотически нормальными, причем с приведенными выше значениями математических ожиданий и дисперсий. Как отмечено в [20], асимптотической нормальностью распределений коэффициентов ранговой корреляции [image: image133.wmf]r

 и [image: image134.wmf]t

 можно пользоваться для вычисления их критических значений при n > 10. В то же время коэффициент согласованности (конкордации) W распределен асимметрично, для него сходимость распределения к нормальному закону медленнее, чем для коэффициентов ранговой корреляции [image: image135.wmf]r

 и [image: image136.wmf]t

, и в [20] рекомендуется использовать аппроксимацию бета-распределением (В-распределением). 


Подробнее о ранговой корреляции и ее применениях, о мощности критериев некоррелированности признаков, о предельных теоремах и т.п. см. монографии [19, 22]. Полезная информация собрана в [23], хотя эта статья и содержит некоторые неаккуратные (с математической точки зрения) формулировки.   


Пример 6.13. Необходимо определить степень согласованности мнения пяти экспертов (m = 5), результаты ранжирования которыми семи объектов (n = 7) приведены в табл. 6.4. 

Таблица 6.4.

Данные для оценки согласованности мнений пяти экспертов
	Номер объекта экспертизы
	Оценка эксперта
	Сумма рангов
	Отклонение от среднего
	Квадрат отклонения

	
	1
	2
	3
	4
	5
	
	
	

	1
	4
	6
	4
	4
	3
	21
	1
	1

	2
	3
	3
	2
	3
	4
	15
	-5
	25

	3
	2
	2
	1
	2
	2
	9
	11
	121

	4
	6
	5
	6
	5
	6
	28
	8
	64

	5
	1
	1
	3
	1
	1
	7
	-13
	169

	6
	5
	4
	5
	6
	5
	25
	5
	25

	7
	7
	7
	7
	7
	7
	35
	15
	225



Рассчитаем среднее арифметическое рангов:

[image: image137.wmf]20
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Затем рассчитаем сумму квадратов отклонений сумм рангов по объектам экспертизы от их среднего арифметического: 


[image: image138.wmf]630
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Определяем величину коэффициента конкордации:


[image: image139.wmf]9
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Много это или мало? Если проведем соответствующие вычисления с помощью программного продукта Statistica, то получим значение достигаемого уровня значимости 0,00014. Это значит, что нулевая гипотеза отклоняется на любом из реально используемых в социально-экономических и технических исследованиях уровней значимости (т.е. 0,05, 0,01 или 0,1), поскольку все они много больше достигаемого уровня значимости. 


Напомним, что достигаемый уровень значимости - это случайная величина, равная вероятности попадания статистики критерия в критическую область, заданную рассчитанным по выборке значением статистики критерия. Для критической области вида {x: x>a} достигаемый уровень значимости есть F(Xn), где Xn - рассчитанное по выборке значение статистики критерия X, а F(a) = P(X>a) - дополнение до 1 функции распределения статистики критерия X. Достигаемый уровень значимости - это вероятность того, что статистика критерия Х в новом независимом эксперименте примет значение большее, чем при расчете по конкретной выборке, т.е. большее, чем Xn [7, приложение 1].


Нормированная и центрированная величина коэффициента конкордации W такова:
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Из асимптотической нормальности W вытекает тот же вывод, что и из расчетов с помощью пакета Statistica.


Расстояние Кемени и коэффициенты ранговой корреляции. Пусть А и В – две ранжировки (без связей). Рассмотрим относительное расстояние Кемени между ранжировками, т.е.

[image: image141.wmf])
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Относительное расстояние неотрицательно и не превосходит 1. Оно равно 1 только для пар противоположных упорядочений, для которых различны все элементы описывающих их матриц, кроме лежащих на главной диагонали. 

Пусть 
[image: image142.wmf])
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 - коэффициент ранговой корреляции Кендалла между ранжировками А и В. Тогда 
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Более того, единственная с точностью до постоянного множителя линейная функция от 
[image: image144.wmf])
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, задающая расстояние между ранжировками А и В, есть
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При этом никакая линейная функция от коэффициента ранговой корреляции Спирмена 
[image: image146.wmf])
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 не задает расстояние между ранжировками. 


Сформулированные здесь результаты получены в работе [24]. Они позволяют установить связь между двумя, казалось бы, совсем различными подходами к анализу экспертных мнений, выраженных ранжировками.
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Контрольные вопросы и задачи

1. В чем состоит проблема согласованности ответов экспертов?

2. Как бинарные отношения используются в экспертизах?

3. Как бинарные отношения описываются матрицами из 0 и 1?

4. Что такое расстояние Кемени и медиана Кемени?

5. Чем закон больших чисел для медианы Кемени отличается от "классического" закона больших чисел, известного в статистике?

6. Выпишите матрицу из 0 и 1, соответствующую бинарному отношению (кластеризованной ранжировке) 5<{1, 3}<4<2<{6, 7}.
7. Найдите расстояние Кемени между бинарными отношениями - упорядочениями  А = [3< 2 <1< {4,5}] и B = [1 < {2 ,3} < 4 < 5]. 

8. Дана квадратная матрица (порядка 9) попарных расстояний (мер различия) для множества бинарных отношений из 9 элементов А1, А2, А3,..., А9 (табл. 6.5). Найдите в этом множестве медиану для множества из 5 элементов {А2, А3, А5, А6, А9}.

 Таблица 6.5 
Попарные расстояния между бинарными отношениями

	Элементы
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6
	А7
	А8
	А9

	А1
	0
	5
	3
	6
	7
	4
	10
	3
	11

	А2
	5
	0
	5
	6
	10
	3
	2
	5
	7

	А3
	3
	5
	0
	8
	2
	7
	6
	5
	7

	А4
	6
	6
	8
	0
	5
	4
	3
	8
	8

	А5
	7
	10
	2
	5
	0
	10
	8
	3
	7

	А6
	4
	3
	7
	4
	10
	0
	2
	3
	5

	А7
	10
	2
	6
	3
	8
	2
	0
	6
	3

	А8
	3
	5
	5
	8
	3
	3
	6
	0
	9

	А9
	11
	7
	7
	8
	7
	5
	3
	9
	0


9. Докажите, что для блочного расстояния (пример 6.4 из раздела 6.2) справедливо неравенство треугольника.

10. Расскажите о многообразии расстояний в различных пространствах статистических данных.

11. Докажите, что если d(x, y) – расстояние в некотором пространстве, то [image: image147.wmf])
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 - также расстояние в этом пространстве. 
12. Имеются данные за несколько лет о торговом обороте Y западногерманского предприятия и его расходах на рекламу X. Данные представлены в табл. 6.6.

Таблица 6.6.

Расходы на рекламу и торговый оборот предприятия

	Годы, t
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75

	Расходы на рекламу x(t), тыс. марок 
	4
	4
	5
	6
	8
	8
	10
	11

	Торговый оборот y(t), млн.марок
	4
	5
	6
	6
	8
	10
	12
	13



Вычислите коэффициенты корреляции Пирсона, Спирмена и Кендалла между случайными величинами X и Y. 

13. Семь школьников выполняют несколько заданий по математике и физике, которые оцениваются баллами 1-5, затем вычисляется средний балл для каждого школьника по каждому предмету: по математике - xi,  по физике - yj. Данные представлены в табл.6.7. Определите, существует ли корреляция (т.е. связь) между этими оценками, вычислив коэффициенты корреляции Пирсона, Спирмена и Кендалла.
Таблица 6.7.

Средние баллы по математике и физике
	Школьник
	Средний балл

по математике xi
	Средний балл

по физике yi

	А

B

C

D

E

F

G
	1,8

3,0

3,5

4,0

5,0

3,8

2,0
	3,2

2,8

4,0

5,0

3,6

2,4

1,2


Темы докладов, рефератов, исследовательских работ
1. Классификация мнений экспертов и проверка согласованности.

2. Формирование итогового мнения комиссии экспертов.

3. Расстояние по Кемени и медиана Кемени в экспертных оценках.

4. Законы больших чисел в пространствах нечисловой природы.
5. Рассчитайте модифицированную медиану Кемени упорядочения 7 инвестиционных проектов, приведенных в табл. 4.4 (глава 4).

6. Методы теории люсианов в теории и практике экспертных оценок. 
7. Центральная роль статистики объектов произвольной природы в математической теории анализа экспертных оценок.

8. Расстояния в пространствах функций.

9. Докажите, что аксиоматически введенный в разделе 6.3 показатель различия между множествами d(A, B) = μ(АΔВ) удовлетворяет неравенству треугольника.

10. Покажите, что среднее арифметическое коэффициентов ранговой корреляции Спирмена 
[image: image148.wmf]r

 для m(m-1)/2 пар признаков, рассчитанное по матрице (6.15), равно (mW-1)/(m-1), где W - коэффициент конкордации m признаков.
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